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WSTEP

Ekonomiczne szeregi czasowe stanowig realizacje ekonomicznych proceséw
stochastycznych. Ich analizie poswieconych jest wiele najnowszych publikacji, za-
réwno w postaci monografii, jak i1 artykutéw naukowych. Do opisu i analizy proce-
soOw gospodarczych wykorzystywane sa wcigz doskonalsze modele ekonometryczne.
Wszystkie one maja na celu lepiej opisa¢ dane zjawiska ekonomiczne i uzyskac lep-
sze wyniki prognostyczne. R6zne modele opisujace mechanizm rozwoju zjawiska
w czasie nie wykluczajg si¢, a wrecz przeciwnie pozwalaja lepiej poznaé wlasnosci
szeregu czasowego. Czesto model jednego typu mozna zapisaé w postaci innego
modelu. Dzieje si¢ tak przy dodatkowych zalozeniach lub nawet bez nich. Trudno tez
o bezwzgledng wyzszos¢ jednego modelu nad drugim. Wybor modelu zalezy od sto-

sowanych kryteriow oraz narzedzi badawczych.

W niniejszej pracy rozwazane s stacjonarne procesy stochastyczne. Do ich
analizy wybrano trzy reprezentacje: reprezentacj¢ ARMA, reprezentacj¢ przestrzeni
stanow oraz reprezentacj¢ w dziedzinie czgstosci. Modele w reprezentacji przestrzeni
stanOw sg rzadziej spotykane w literaturze ekonometrycznej niz bardziej popularne
modele w reprezentacji ARMA czy reprezentacji w dziedzinie czestosci. Dotyczy to
zar6wno teoretycznego opisu reprezentacji jak i aplikacji ekonomicznych. Szczegol-
nie rzadko wystepuja zastosowania reprezentacji przestrzeni stanow do ekonomicz-
nych procesoOw stochastycznych z czasem dyskretnym. W literaturze polskiej nie
bylto jak dotad przyktadu wykorzystania reprezentacji przestrzeni stanow do analizy

szeregow czasowych.

Celem pracy jest teoretyczna i empiryczna analiza zwigzkow pomigdzy po-
szczegolnymi reprezentacjami oraz ocena ich przydatnosci w analizach ekonomicz-

nych. Opisana zostanie matematyczna rownowaznos¢ omawianych reprezentacji.
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Szczegdlna uwaga poswigcona zostanie walorom aplikacyjnym poszczegoélnych re-

prezentacji, zwlaszcza wlasnosciom prognostycznym.

Rozwazania prowadzone w niniejszej pracy skupione sg wokot nastgpujacych

tez:

— wybor reprezentacji procesu stochastycznego zalezy od charakteru procesu oraz

od informacji jakie chcemy uzyskac,

— poszczegOlne reprezentacje stacjonarnego szeregu czasowego s3 teoretycznie

rownowazne,

— rozne reprezentacje tego samego szeregu czasowego nie wykluczaja sig, a raczej

pozwalaja petniej zrozumieé badany proces stochastyczny.
Praca sktada si¢ z trzech rozdziatow, wstepu, zakonczenia i dodatku.

W rozdziale pierwszym opréocz bardzo krétkiego wprowadzenia do pojeé zwia-
zanych z procesami stochastycznymi przedstawione zostaly trzy badane reprezenta-
cje: reprezentacja ARMA, reprezentacja przestrzeni standéw oraz reprezentacja
w dziedzinie czesto$ci. OmoOwione zostaty wlasnosci prezentowanych modeli, spo-

soby estymacji parametrow oraz kryteria wyboru modelu.

Przedmiotem drugiego rozdzialu sg zalezno$ci wystepujace pomiedzy po-
szczegblnymi reprezentacjami. Szczegdlng uwage zwrocono na zwigzki poszczegdl-
nych reprezentacji z reprezentacjg przestrzeni stanow. Celem ilustracji podano kilka

przyktadéw pokazujacych przeksztatcenia jednego modelu w drugi.

Gléwnym celem rozdzialu trzeciego jest empiryczna weryfikacja rownowazno-
$ci teoretycznej poszczegdlnych modeli. Analiza empiryczna przeprowadzona zosta-
fa w zastosowaniu do modeli AR(2) 1 ARMA(2,1). Wybdr rzedu modeli nie jest
przypadkowy. Po pierwsze analiza PS modeli nizszego rz¢du nie jest interesujaca,
a po wtdre sposréd modeli o wyzszych rzedach najczesciej spotykanymi sg wlasnie
modele AR(2) lub ARMA(2,1). W praktyce ekonometrycznej modele o wyzszych
rzedach op6znien wystepuja rzadko. Zaproponowano wykorzystanie modelu PS do
prognozowania kierunku zmiany warto$ci szeregu. W tym celu przeprowadzono sze-
reg eksperymentow numerycznych, ktérych wyniki zamieszczono w rozdziale III

oraz w dodatku do pracy. Empiryczna analiza ekonomiczna dotyczy wybranych pro-
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cesOw obserwowanych na Warszawskiej Gieldzie Papieréw Warto$ciowych oraz

produkcji sprzedanej przemystu w okresie 1.1991 — V111.1999.
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Charakterystyka reprezentaciji

proceséw stochastycznych

1.1 Wprowadzenie

DEFINICIA1.1.1
Funkcje losowa {Z(t), teT} dla rzeczywistych warto$ci t, oznaczajacych

zmienng czasowa, nazywamy procesem stochastycznyml.

Proces stochastyczny opisuje zatem strukturg probabilistyczng ciggu obserwa-

cji. Opisany jest przez rodzing rozktadow:
Foto (2 220.2) = Plalt) < 2, 2(t,) < 2,208, ) < 7, ],

o skonczonych wymiarach. Proces taki moze by¢ procesem z czasem ciaglym
(zmienna t ciagla), jak i z czasem dyskretnym (zmienna t jest skokowa i przyjmuje
warto$ci catkowite). Ponizsze charakterystyki sg przedstawione dla proceséw z cza-
sem dyskretnym jako, Zze obserwacje analizowanych procesOw ekonomicznych do-
konuje si¢ w dyskretnych odstgpach czasu. Poprzez szereg czasowy rozumiemy

pewnga realizacje procesu stochastycznego.

Proces stochastyczny mozna wygodnie opisa¢ poprzez charakterystyki momen-

towe takie jak: wartos¢ srednia (moment zwykty pierwszego rzedu):

m, =E(z,), (1.1.2)

! Por. Talaga, Zielinski (1986) s.12.
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I funkcja autokowariancji (moment centralny drugiego rzgdu):
K(t,s)=E[(z, —m, Xz, -m,)]. (11.2)
Gdy t = s funkcja opisana wzorem (1.1.2), nosi nazwe wariancji.

Wazng klase proceséw stochastycznych stanowig procesy stacjonarne. Warun-
kami koniecznymi stacjonarnos$ci sg:
1. stata wartos$¢ $rednia:

m = E(z, ) = const, (1.1.3)

2. stala wariancja:

K(t,t)= const, (1.1.4)

3. funkcja autokowariancji (1.1.2) zalezna tylko od wartosci 7=t —s:

K(z)=E[(z, -m)z,_, -m)]. (1.15)

DEFINICIA 1.1.2
Proces stochastyczny {z,, teT} nazywamy stacjonarny w szerszym sensie’

(stabo stacjonarny) jesli spetnione sg warunki (1.1.3)—(1.1.5).
W pracy rozwazania zostang ograniczone do jednowymiarowych procesow
stacjonarnych z czasem dyskretnym.

Podstawowym narzedziem stuzagcym do identyfikacji modeli jest funkcja auto-

korelacji, ktora przy odstepie 7 wyrazona jest wzorem:

K(r)
R(r)= . 1.1.6
(F)= 0 (1.1.6)
DEFINICIJA 1.1.3

Funkcja rzeczywista «:/—/ jest nieujemnie zdefiniowana® wtedy i tylko wte-

dy, gdy:

2 Ang. weakly stationary.
3 por. Brockwell, Davis (1991) .26, Gourieroux, Monfort (1997) 5.122, Priestley (1981) 5.109.



Charakterystyka reprezentacji proceséw stochastycznych 8

V V V Zn‘,zn:aiajlc(ti—tj)zo_

neN, a,ajeR tjeC i=1 j=1

TWIERDZENIE 1.1.1

Funkcja rzeczywista okre§lona na zbiorze liczb catkowitych jest funkcja auto-
kowariancji pewnego procesu stacjonarnego wtedy i tylko wtedy, gdy jest parzysta

i nieujemnie zdefiniowana.

Przy odstepie 7 autokowariancja procesu liniowego:
Z,= ) Wi, (1.17)
j=0

gdzie &, jest procesem biatego szumu (tzn. E(g )=0, K(0)=o?, K(r)=0, dla

7>0),zas v, =1,

dana jest nastepujagcym wzorem:
K(z)=Elz,z. ]=62d v v,. . (1.1.8)
j=0

Wygodnym sposobem otrzymania autokowariancji procesu liniowego jest wy-

korzystanie funkcji tworzacej autokowariancje:

K(B)= iK(r)Bf , (1.1.9)

r=—0

gdzie B jest operatorem przesuniecia wstecz, wariancja procesu K(0) jest wspot-
czynnikiem przy B° =1, a autokowariancja przy odstepie 7, jest wspotczynnikiem
zaro6wno przy B jak i przy B . Funkcje tworzaca autokowariancje (1.1.9) procesu

liniowego mozna zapisa¢ tez w postaci:

K(B)=o2w(Bw(B™?). (1.1.10)

1.2 Reprezentacja ARMA

Model ARMA jest modelem szeroko opisanym w literaturze (Por. Box, Jenkins
(1983), Brockwell, Davis (1991), (1996), Gourieroux, Monfort (1997), Greene
(1993), Hamilton (1994), Harvey (1993) 1 wiele innych) jak réwniez stosowanym
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w praktyce ekonometrycznej (Por. np.: Bazeli (1995), (1999), Kufel (1995), Osta-
siewicz (1998), Talaga (1995)).

Reprezentacja ARMA procesu stochastycznego z, ma postac:
#(B)z, =6(B)s,, (1.2.1)
gdzie:
¢(B) =1-¢B—..—¢,B’ jest operatorem autoregresji rzgdu p,
H(B):l— 0,B—...—6,B? jest operatorem $redniej ruchomej rzgdu g, zas
&, jest procesem biatego szumu,

lub  z,=¢z ,+.+P7_,+&-0& ,—...—O& - (1.2.2)

UWAGA 1.2.1

Proces opisany rownaniem (1.2.1) jest:

— stacjonarny jezeli wszystkie pierwiastki rownania charakterystycznego

¢(B) =0 nie lezg na okregu jednostkowym®,

— przyczynowy® jezeli wszystkie pierwiastki rownania charakterystycznego

¢(B) =0 leza na zewnatrz okregu jednostkowegoG.

— odwracalny jezeli wszystkie pierwiastki rownania charakterystycznego

0(B)=0 leza na zewnatrz okregu jednostkowego.

Zatem stacjonarno$¢ modelu ARMA jest pojeciem szerszym niz przyczynowos¢ mo-

delu ARMA. Proces stacjonarny (1.2.1) mozna zapisa¢ w postaci (1.1.7), tzn.:

z, =¢7(B)o(B) Zyjjgt . (1.2.3)

* Por. Brockwell, Dawis (1991, 1996 str.83) oraz Osiewalski, Pipien (1999).

> Ang. causality. Przyczynowosé modelu ARMA jest pojeciem odmiennym anizeli przyczynowosé
proceséw ekonomicznych (patrz np. Zielinski (1991)).

® Por. Brockwell, Dawis (1991) 5.85 i (1996) .83, Osiewalski, Pipien (1999) s.45, Stawicki (1993)
5.32.
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gdzie:
v, =1,
min(p. j) ) )
l//jz z¢il//j—i_9j’ J>q:>0j=0! J=1!2!"'
i1
Gourieroux, Monfort (1997) zdefiniowali pojecie minimalnej reprezentacji ARMA

W nastgpujacy sposob.

DEFINICJA 1.2.1
Proces stacjonarny z, ma minimalng reprezentacje ARMA(E,Q) jesli mozna

go opisa¢ rownaniem (1.2.1), gdzie:
1. ¢,#0, 6,+0,
2. z, jest przyczynowy i odwracalny (uwaga 1.2.1),
3. wielomiany ¢(B), Q(B) nie majg wspolnych pierwiastkow,

4. &, jest procesem bialego szumu z wariancjg o* # 0.

Zatem minimalna reprezentacja ARMA gwarantuje stacjonarno$¢ i odwracalnosé
modelu. Model ARMA, ktoéry posiada minimalng reprezentacj¢ mozna zapisa¢ za-

réwno w postaci nieskonczonego modelu $redniej ruchome;j MA(oo) (1.2.3) jak

1 w postaci nieskonczonego modelu autoregresyjnego AR(oo):

#(B)o(B) Z‘/z Z,;, (1.2.4)
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W przypadku modelu AR parametry autoregresji mozna wyrazi¢ poprzez uktad

réwnan wspotczynnikoéw autokorelacji zwanych réwnaniami Yule’a-Walkera':

R() =4, +¢,R1)+...+4,R(p-1)
R(2) :¢1R(1)+¢2 +"'+¢pR(p_2)

(1.2.5)
R(P)= 4R(p 1)+ 4,R(p~2) .+,
Rozwigzujac uktad rownan (1.2.5) otrzymujemy:
¢=R'p,, (1.2.6)
¢, R() 1 R() R2) - R(p-1)
adzic: o - ¢:2 o REZ) R, - R:(1) 1 R:(1) R(pz_z) |
6| lrRe) RG-D) RG-2) R(-3) 1

Zastepujac wartosci teoretyczne autokorelacji autokorelacja probkowa otrzymujemy
oszacowania Yule’a-Walkera parametréw modelu AR. Innym sposobem otrzymania
warto$ci parametrow modelu AR jest zastosowanie MNK. Estymatory MNK daje ta-
kie same wyniki jak estymatory najwigkszej wiarygodno$ci, za§ oszacowania
Yule’a-Walkera parametréw autoregresyjnych w pewnych sytuacjach mogg si¢ r6z-
ni¢ od oszacowan MNK. Estymatory Yule’a-Walkera sa pozyteczne jako oszacowa-

nia poczatkowe.

Do estymacji parametrow modelu ARMA stosuje si¢ metode najwigkszej wia-

rygodnosci. Niech logarytm funkcji wiarogodnos$ci dany jest wzorem:

In L(¢,«9,af)=—gln 2107 —%, (1.2.7)

&€

gdzie:

5(4,60) = t__iM[E(etme, 2,

! Wyprowadzenie rownan mozna znalez¢ m.in. w pracy Box, Jenkins (1983) str.63, Talaga, Zielin-
ski (1986) str.135, za$ same rownania Yule’a-Walkera i ich zastosowania w pracach Brockwell, Davis
(1991) i (1996), Choi (1992), Gourieroux, Monfort (1997), Hamilton (1994), Harvey (1993),
Wei (1990).
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M — dostatecznie duza liczba catkowita taka, ze dla t<—(M +1) warto$é

E(zt|¢, o, z)— E(zt71|¢, 0, z) jest mniejsza od ustalonej z gory wartosci .

Wybrane zostajg te oceny wartosci parametrow ¢, & dla ktorych funkcja (1.2.7)
osigga maksimum. Zatem nalezy zminimalizowac S(¢,6?). Estymacja parametrow

modelu ARMA dzieli si¢ na dwa etapy. W pierwszym etapie otrzymuje si¢ oszaco-
wania poczatkowe parametrow, zas§ w drugim modyfikuje si¢ poczatkowe wartosci
parametrow tak, aby zminimalizowa¢ sume¢ kwadratow reszt. W literaturze ekonome-
trycznej mozna znalez¢ rozne sposoby wyznaczania zar6wno warto$ci poczatkowych
parametroéw jak 1 minimalizacji kwadratu reszt®. Ponizej zaprezentowany zostat algo-

rytm Newtona-Raphsona.

OSZACOWANIA POCZATKOWE PARAMETROW

Oszacowania parametréw autoregresji otrzymuje si¢ poprzez rozwigzanie

uktadu p rownan liniowych:
AQ, =X, (128)
gdzie: A =Cguisj|» X = Cquir Lj=12,..,p,
c, — warto$¢ estymatora autokowariancji przy odstepie K.

Do wyznaczenia parametrow $redniej ruchomej stosuje si¢ algorytm Newtona-
Raphsona. W pierwszym kroku wyznaczany jest ciagg zmodyfikowanych kowarian-

cji:
— PioPko i - (1.2.9)

gdzie: j=0,1,...,q, za$

~

$;o — J-tym elementem wektora ¢, ktéry otrzymujemy w wyniku rozwigzania

rownania (1.2.8) oraz

wartoéci poczatkowe wektora 1" :
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T :[TO T, .. rq], gdzie TO:\/a, n,=71,=.=7,=0.

Nastepnie wyznacza sie wektor f':

fr=[f, f, .. f] edzic f = .Tiriﬂ.—c;, (1.2.10)
i=0
macierz T:
T, T, Toa Tq T, T, T, 7,
T T, T, 7, 0 . 0 7, 7 Ty |
r, O 0 O 0O 0 O 7,
oraz rozwigzuje si¢ wzgledem wektora h rownie macierzowe:
Th=f", (1.2.11)

gdzie indeks gorny oznacza i-tg iteracje algorytmu. Wektor h wyznacza poprawki dla

wektora t przy kolejnej iteracji, tzn.:
vt =1 —h. (1.2.12)

Dla tak wyznaczonego nowego wektora t powtarza si¢ operacje (1.2.10)-(1.2.12).

Powyzsza procedura iteracyjna jest zakonczona gdy:

fi|<e j=01..4q, (1.2.13)

gdzie ¢ jest pewna zadana wartoscig. Wowczas oszacowania parametrow $redniej ru-

chomej otrzymujemy z wzoru®:

A T.
b,,=—, i=12,..q. (1.2.14)

To

MINIMALIZACJA SUMY KWADRATOW RESZT

Wartosci parametrow, ktore minimalizujg sume kwadratow reszt mozna

otrzymac¢ stosujac metod¢ optymalizacji z ograniczeniem zaproponowang przez

® Miedzy innymi w pracach Box, Jenkins (1983), Brockwell, Davis (1996), Choi (1992).

% Wz6r na oszacowanie stalej i wariancji bialego szumu mozna znalezé w pracy Box, Jenkins
(1983), str.494.
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Marquardta. Ponizej zostanie przedstawiony algorytm Marquardta w zmodyfikowa-

nej przez Wilsona wersji (por. Box, Jenkins (1983), str.499).

Niech wektor p7 = [ﬁl’o Boo - ﬁko] zawiera wszystkie parametry modelu

ARMA. Dane s3g réwniez warto$ci poczatkowe:
B, — oszacowania poczatkowe parametrow,
7, F2 — parametry ograniczajace procedurg poszukiwan,
€ — parametr zbieznosci.

Etap 1.

Niech
BT :[181,0 v Pt ﬁko] 1
¢’ — wektor reszt modelu ARMA dla parametrow 3,

¢ — wektor reszt modelu ARMA dla parametrow Bo.

Woéwczas oblicza si¢ nastgpujace wartosci wedlug wzorow:

Xi,’[ :é(gt _gt')’ t:1121"'aT’ (1215)
T
Akxk = {Au }’ gdZie A” = in,txj,t ’ (1216)
t=M
T . il
9" =0, 9, .. 9] edzie g => x4, (1.2.17)
t=m
D =JA, =12 .Kk. (1.2.18)

Etap 2

Poprzez unormowanie i natozenie ograniczen modyfikuje si¢ warto$ci macie-

rzy A oraz wektora g, tzn.:

AL
. 1 # ],
A ={D,D, (1.2.19)

J
1+7 =],
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g::%i_ (1.2.20)
Nastepnie rozwigzujgc rOwnanie:

A'h" =g, (1.2.21)
wzgledem wektora h™ oraz wyliczajac wektor:

h' =[h, m_.mlgMengn (1.2.22)

uzyskuje si¢ poprawki parametréw wektora Bo. Nowe wartosci parametrow oblicza

si¢ wedtug wzoru:

Bp=p,+h. (1.2.23)
Dla nowych wartosci parametrow oblicza si¢ sum¢ kwadratow reszt S(ﬁ )
Etap 3

1. Jesli S(B) < S(BO), to bada si¢ czy:
Ih|<e dla i=12,...k. (1.2.24)

Jesli warunek (1.2.24) zachodzi dla wszystkich i, to uznaje si¢, ze nastapita zbiez-
no$¢ parametrow, co konczy algorytm Marquardta. Koncowymi warto$ciami pa-

rametrow modelu sg wartosci obliczone zgodnie z wzorem (1.2.23).

Jesli warunek (1.2.24) nie zachodzi, to Bo przyjmuje warto$¢ B, za$ 7 zmniejsza

si¢ Fp-krotnie. Nastepnie powraca si¢ do etapu 1.

2. Jesli S(B)>S(B, ), to parametr 7 zwicksza si¢ Fo-krotnie i przechodzi do etapu 2.

WYZNACZANIE RZEDU AUTOREGRESJI | RZEDU SREDNIEJ RUCHOMEJ

Do wyznaczenia rzgdu autoregresji p oraz rze¢du sSredniej ruchomej g mozna

wykorzysta¢ funkcje¢ autokorelacji z proby i funkcje autokorelacji czastkowej z pro-
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by'. Innymi uzytecznymi narzedziami wyznaczenia rzedu p oraz q sa kryteria in-
formacyjne. Kryteria te bazuja na resztach modelu. W pracy Choi (1992) zaprezen-
towano wiele bardziej i mniej znanych metod identyfikacji rzedu autoregres;ji i rzedu
sredniej ruchomej. Najczesciej wykorzystywanymi kryteriami wyboru rzedu modelu

(1.2.1) sa:
— kryterium informacyjne Akaike (AIC):

AIC =nIn? +2M , (1.2.25)

gdzie n jest liczbg obserwacji, M liczba zmiennych objasniajacych, zas &2 jest
estymatorem najwickszej wiarogodno$ci wariancji reszt.
Wybrany zostaje model, dla ktorego utrata informacji jest najmniejsza, to znaczy
taki model, dla ktorego AIC przyjmuje warto$¢ najmniejsza,

— bayesowskie rozszerzenie minimum AIC (BIC):

A2 A2 A2
% inhn+M Inu, (1.2.26)
n—-M M

BIC =(n—M)In

gdzie &7 jest wariancjg szeregu.

Wybrany zostaje model dla ktorego BIC jest najmniejsze. Jesli BIC i AIC maja
minima dla réznych rzedéw p, g, to w wyborze kierujemy sie kryterium BIC',
Kryterium BIC jest modyfikacja kryterium AIC i koryguje sklonnos¢ AIC do

uzywania zbyt duzej liczby parametrow.

— bayesowskie kryterium Schwartz’a (SC):

SC=nIné?>+MiInn. (1.2.27)

Wybdr modelu jest dokonywany na podstawie minimalnej warto$ci kryterium.

— kryterium bledu predykcji (FPE)':

% Metode doboru rzedéw oraz metode estymacji funkcji autokorelacji i funkcji autokorelacji
czastkowe] zaproponowali Box i Jenkins. W literaturze mozna spotkac si¢ z nazwa metoda Boxa-
Jenkinsa.

1 por. Brockwell, Davis (1991).
12 Ang. final prediction error.
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n+
n—

©

FPE = Gl (1.2.28)

©

Wybrany zostaje model, dla ktorego FPE przyjmuje warto$§¢ najmniejsza. Im
wieksza wartos¢ FPE tym p jest mniejsze. Kryterium tym postugujemy si¢ tylko

wowczas gdy mamy do czynienia z procesem AR(p).

Ponizej przytoczono za Beguin, Gourieroux, Monfort (1980) twierdzenie, ktore jest

praktycznym sposobem wyznaczenia rzedoéw minimalnej reprezentacji ARMA.

TWIERDZENIE 1.2.1

Proces stacjonarny z, ma minimalng reprezentacj¢ ARMA(_p, 9) wtedy i tylko

wtedy, gdy:
i> Y A(i’j)zo,
Alp.g-1)#0,
Ap—l,g);t ,
gdzie
K(j+1) K(j+2) .. K(j+i+1)
Ai)del KO KRG k()
K(j+1-i) K(j+2-i) .. K(j+1)

Z wielkosci A(i, j) budowana jest tablica (zwana C-tablica):

J 0 1 2 g-1 q
i
0 X X X X X
1 X X X X X
2 X X X X X
p-1 X X X X X X
p X X X X 0 0
X 0 0
x <A, j)#0,
0= A, j)=0,

przy pomocy ktorej mozna oceni¢ wielkosci p oraz g dla procesu ARMA.
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Przedstawiona powyzej metoda identyfikacji wielko$ci p oraz g nosi nazw¢ metody
»corner”’. Metoda ta moze rowniez stuzy¢ do identyfikacji minimalnej reprezentacji

ARMA sumy procesc')wlg.

1.3 Reprezentacja przestrzeni stanéw

Pojecie przestrzeni stanow, jak i rownania stanu jest od dawna znane w na-
ukach fizycznych i technicznych. Teoria przestrzeni standw jest w naukach $cistych
wykorzystywana do badania systemow dynamicznych (jest podstawowa metodg opi-
su, analizy i projektowania). Zainteresowanie przestrzenig standw przez ekonomi-
stow (ekonomia matematyczna, ekonometria, cybernetyka ekonomiczna, badania
operacyjne) jest na tyle duze, iz w prawie kazdej wspoiczes$nie publikowanej ksigzce
0 dynamicznych procesach stochastycznych, mozna znalez¢ conajmniej jeden roz-
dziat dotyczacy tego zagadnienia'®. W polskiej literaturze ekonometrycznej oprocz
artykulu Grzesiaka (1995) brak jest opisu reprezentacji przestrzeni stanow jako re-
prezentacji rownowaznej do reprezentacji ARMA, czy tez reprezentacji w dziedzinie
czestosci. Nie oznacza to jednak, iz problem ten nie byt podejmowany. Na przetomie
lat siedemdziesiagtych oraz osiemdziesigtych powstato kilka artykuléw na ten temat™>.
W ostatnich 10-ciu latach w Polsce, przestrzen stanéw jest wykorzystana do stero-

wania optymalnego™® oraz filtru Kalmana'’.

Model przestrzeni standéw (dalej PS) zyskat duza popularnos¢ dzigki filtrowi
Kalmana®®, poniewaz estymacja za pomocg filtru Kalmana daje nie gorsze, a w nie-
ktorych przypadkach lepsze rezultaty niz klasyczne metody ekonometryczne. Probe
przydatnosci filtru Kalmana do estymacji modeli proceséw gospodarczych w Polsce,
przedstawil Skrzypek w artykule z 1985 roku. W literaturze czgsto spotyka si¢ zatem
nie tyle modele PS, co modele ekonometryczne zapisane w postaci modelu PS. Tak

13 por. Stawicki, Gorka (1995).

¥ por. Brockwell, Davis (1991), Fahrmeir, Tutz (1996), Gourieroux, Monfort (1997), Hamilton
(1994), Harvey (1993), Wei (1990) i wiele innych.

> por. Litwa (1985), Michalczewska-Litwa (1977), Sikorski (1980), Wasik (1977), Wasik, Litwa,
Skrzypek (1986), Zastosowanie ... (1982).

18 por. Strzata (1994), Witkowska (1993).
Y Por. Grzesiak (1995), (1997), (1999), Osinska (2000).

18 Zapis modelu w postaci przestrzeni standw jest niezbednym warunkiem zastosowania filtru
Kalmana.
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wiec najczesciej nie szacuje si¢ niezaleznego modelu PS, tylko zapisuje si¢ dany

model ekonometryczny jako model PS.

Stan jest to minimalna liczba niezaleznych danych w peini charakteryzujacych
,polozenie” uktadu dynamicznego w danej chwili, pozwalajacy jednoznacznie prze-
widzie¢ zachowanie si¢ uktadu w przysztosci. Zaktadamy, ze znany jest stan poczat-

kowy (w chwili tp). W chwili t stan mozna zapisa¢ w postaci funkcji czasu:

X(t) =[x, (t) %, (t).... x, (O] - (1.3.2)

Wektor x(t) nazywamy wektorem stanu, za§ zmienne X3 (t), X2(t),... zmiennymi stanu.
Przestrzen wyznaczonag przez wektory stanu X(t), nazywamy przestrzenig stanow.

Wymiar przestrzeni stanéw jest rowny liczbie zmiennych stanu.

Model przestrzeni stanow'®, opisany jest poprzez rownanie stanu (1.3.2) oraz

réwnanie wyjscia (obserwacji) (1.3.3):
Xpa =F X +D,-u, +G, -w,, (1.3.2)
z,=H, -x,+v,, (1.3.3)
gdzie:
Xt — N - wymiarowy wektor stanu,
Z;— M - wymiarowy wektor wyj$cia (obserwacji),
U — r - wymiarowy wektor sterowania,
Vi — M - wymiarowy wektor btgdu pomiaru (biaty szum),
Wi — p - wymiarowy wektor zaklocen (biaty szum),

Ft — macierz (nxn) stanu, przedstawiajaca powigzania pomig¢dzy poszczegdlnymi
zmiennymi stanu,

D; — macierz (nxr) sterowania, ktora pokazuje sposob oddziatywania sterowan

(wymuszen), na zmienne stanu,

19 Bardziej szczegblowy opis stanu oraz przestrzeni stanéw mozna znalezé w pracach: Aoki
(1990), Brockwell, Davis, (1996), Gourieroux, Monfort (1997), Grzesiak (1995), Gutenbaum, (1975),
Michalczewska-Litwa (1977), Ogata (1974), Wasik, Litwa, Skrzypek, (1986) i wielu innych.
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G — macierz (nxp) zaklocenia, reprezentujgca sposob przenoszenia zaktocen na

poszczegblne elementy,

H: — macierz (mxn) wyj$cia, ktora pokazuje w jaki sposob zmienne stanu sg trans-

formowane na zmienne wyj$cia.

Model opisany réwnaniami (1.3.2) 1 (1.3.3) jest przedstawiony na

rysunku 1.3.1.

Wi

- g e

X -
t Opodznienie

Rys. 1.3.1. Schemat blokowy przestrzeni stanow

Schemat blokowy ukazuje nie tylko istot¢ przestrzeni standow, ale takze istote
zjawisk ekonomicznych w ogole. To co mozna zaobserwowal (zmierzy¢,
zwazye, ...), to zaledwie efekt koncowy wielu procesow. Réwnanie wyj$cia pokazuje
w jaki sposob zmienne stanu wptywajga na obserwacje. Zmiany odbywajace si¢ we-
wnatrz procesu, opisane sg za pomocg roéwnania stanu. Zmienne wystepujace w mo-
delu ekonometrycznym z op6znieniem wigkszym niz jeden okres, s3 nowymi zmien-

nymi stanu®.

? Takie podejécie mozna znalezé w pracach: Michalczewska-Litwa (1977), Ogata (1974),
Wei (1990).
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Dla jednowymiarowego procesu stacjonarnego z, model PS ma postac:
Xip =F- X +G-¢g, (1.3.4)

z,=H-Xx +¢,. (1.3.5)

DEFINICJA 1.3.1
Stacjonarny proces stochastyczny {z,, t € T} ma reprezentacj¢ przestrzeni sta-

noéw jesli istnieje model przestrzeni standw procesu {Zt} opisany rownaniami

(1.3.4-1.35).

Macierze F, G, H modelu PS (1.3.4-5), wyznaczaja trzy wazne wlasno$ci dy-

namiczne: stabilno§¢?, obserwowalno$¢®” oraz sterowalno$é?. Poje¢cia oraz kryteria,
sterowalnosci i obserwowalnosci wprowadzit Kalman. Zanim zostang zdefiniowane

wlasnosci modelu PS, przedstawimy dwie nieskonczone macierze:
— macierz obserwowalno$ci: O = [H HF HF? ]T ,

— macierz sterowania: C=|G FG F’G ..].

DEFINICIA 1.3.2

Model opisany réwnaniami (1.3.4-5) jest stabilny wtedy i tyko wtedy, gdy

warto$ci wlasne macierzy F leza wewnatrz kota jednostkowego.

Stabilno$¢ modelu PS jest dogodnym warunkiem gwarantujacym stacjonarno$¢

procesu {x,}, a w konsekwencji i procesu {z,} (por. Anderson, Moore (1984),

Brockwell, Davis (1991)). Definicje pozostaltych dwu wiasnosci mozna znalez¢ mig-
dzy innymi w pracach Anderson, Moore (1984), Brockwell, Davis (1991), Gourie-
roux, Monfort (1997), Gutenbaum (1975), Meditch (1975) i wielu innych. Autorzy
nie sg zgodni co do podstawowej definicji, jednak mozna wysnu¢ nast¢pujacy wnio-

sek, ktory jest zgodny z kryteriami zaproponowanymi przez Kalmana w 1960 roku.

2! Ang. stability.
?2 Ang. observability.
23 Ang. controllability (reachability).
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WNIOSEK 1.3.1
Model PS opisany rownaniami (1.3.4-5) jest:

— obserwowalny jezeli rzad macierzy obserwowalnosci O jest rOwny wymiarowi

wektora stanu,

— sterowalny jezeli rzad macierzy sterowania C jest rowny wymiarowi wektora

stanu.

Inng koncepcje przedstawit Aoki (1990). Para (F, H) jest obserwowalna wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy dla dowolnego wektora wlasnego w macierzy F zachodzi implika-
cja:

Hw=0 = w=0. (1.3.5)

Zaldzmy, ze wartoSci wlasnej 4 macierzy F odpowiada wektor wlasny u. Wow-

Czas para (F, G) jest sterowalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla wektora wtasnego u'

macierzy F, spetiajacego rownanie u' A=Au’ , zachodzi implikacja:
U'G=0 = u=0. (1.3.6)

Innymi stowy, sterowalno$¢ to cigg sterowan sprowadzajacych uktad z dowolnego
punktu w przestrzeni stanow do dowolnego zadanego punktu w tej przestrzeni, zas
obserwowalno$¢ to uktad, dla ktérego na podstawie obserwacji mozna okresli¢ wek-
tor stanu. Pojecie obserwowalnosci i sterowalno$ci sg dla uktadow liniowych poje-

ciami dualnymi (por. Meditch (1975) s.53).

Zarowno ze wzgledoéw obliczeniowych, jak 1 ze wzgledu na wlasnosci modelu

PS, dazy si¢ do minimalizacji wymiaru wektora stanu (minimalnej realizacji).

DEFINICIA 1.3.3
Minimalnym wymiarem reprezentacji przestrzeni stanow nazywamy mozliwy

najmniejszy wymiar wektora stanu. Oznaczmy go jako K.

DEFINICIA1.3.4
Model przestrzeni stanow opisany rownaniami (1.3.4-5) nazywamy minimal-

nym modelem PS jesli macierz F jest wymiarow K x K .
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Zauwazmy, ze minimalny model reprezentacji przestrzeni stanow istnieje i nie jest
on jedynym w swoim rodzaju. Zatem, jezeli istnieje inny rownowazny model o mi-
nimalnym wymiarze, to jest on rowniez modelem minimalnym. Pomi¢dzy wymiarem

modelu PS a jego sterowalno$cig oraz obserwowalnoscig istnieje Scista zaleznos¢.

TWIERDZENIE®* 1.3.1

Model PS jest modelem minimalnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest on obser-

wowalny i sterowalny.

Zatem znalezienie modelu minimalnego gwarantuje nam dwie z trzech wlasnos$ci
modelu PS. Jednym ze sposobéw wyznaczenia minimalnego wymiaru PS jest wy-
znaczenie rz¢du macierzy X (1.3.16) lub, rownowaznie, ilo$ci niezerowych wartosci
szczegdlnych macierz Hankela (1.3.15). Inny sposéb wyznaczenia minimalnego

wymiaru zostanie przedstawiony w rozdziale I1.

Do estymacji zmiennych stanu modelu PS, przy zatoZeniu znajomos$ci macie-

rzy F, G, H wykorzystuje sie filtr Kalmana®.
Niech dany bedzie model PS postaci:
X =F- X, +G-w,, (1.3.7)
z,=H-x, +v,, (1.3.8)
za$ E[w,]=0, E[v,]=0 dla t=01...,
Elww |-Q&,, Ev,\ |=R&5,, dla jt=01...,.

Oznaczmy przez X,, oszacowang warto$cig X, na podstawie k obserwacji.

# Cytowane twierdzenie, jak i jego dowdd mozna znalezé w pracy Gourieroux, Monfort (1997)
s.279.

% Filtr Kalmana jest szeroko opisany w literaturze (por. Aoki (1990), Anderson, Moore (1984),
Belsley (1973), Borooah, Chakravarty (1979), Brockwell, Davis (1991), Fahrmeir, Tutz (1996), Go-
urieroux, Monfort (1997), Grzesiak (1995), (1997), (1999), Gutenbaum (1975) i wiele innych).
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TWIERDZENIE®® 1.3.2

A

1. Ocena optymalna przy filtracji X jest dana przez réwnanie rekurencyjne:

t+1,t+1

)A(t+1,t+1 = F)A(t,t + Kt+l(zt+l -H-F- )A(t,t )a (1.3.9)

t=0,1,...,przyczym X,, =0.

2. K,,, Jest macierza 0 wymiarach nxm okreslona przez uktad rownan:

Ku = Pt+l,t H' (HPt+1,t H' + Ria )71’ (1.3.10)
Pt+l,t = FPt,tFT +GQtGT ) (1.3.11)
Peaea = (1=KyH)-Poyy, (1.3.12)

dla t=0,1,... , przy czym | jest macierza jednostkowa o wymiarach nxn, zas$
Poo = E[io’oig’o]: E[Xoxg]: P, jest warunkiem poczatkowym dla réwnania
(1.3.11).

3. Proces stochastyczny {;(t+1,t+1’ t= O,l,...} zdefiniowany przez rOwnanie btedu fil-
tracji:
Xt = X — Koo (1.3.13)
t=0,1,... jest procesem Gaussa-Markowa o zerowej wartosci $redniej i macie-

rzy kowariancji danej rOwnaniem (1.3.12).

Twierdzenie to jest podstawowym twierdzeniem o filtracji w uktadach linio-
wych dyskretnych. Pierwszy udowodnit je Kalman w 1960 roku. Stad tez algorytm
opisany w punkcie 1. i 2. twierdzenia 1.3.1 nazywa si¢ filtrem Kalmana. Macierz K
nazywa si¢ macierzg Kalmana, macierza filtru lub tez macierza wag. Ze wzgledu na
swoja rekurencyjng forme¢ filtr Kalmana zyskat duza popularnos¢. Jest on stosowany
do estymacji zmiennych stanu, do wygtadzania i predykecji o jeden krok w przod®’,
Obecnie jest on nie tylko szeroko opisany w literaturze, ale rowniez niektore pro-

gramy komputerowe zawieraja algorytm filtru Kalmana (np. RATS, Eviews, TSP,

% Zacytowane twierdzenie to, dla dowolnego modelu PS (niekoniecznie stacjonarnego), mozna
znalez¢ w pracy Meditcha (1975) s.149, tamze dowod twierdzenia.

2" Ang. one-step prediction. Opis tych zastosowan, jak i posta¢ filtru Kalmana w szczegolnych
przypadkach mozna znalezé w pracach: Anderson, Moore (1984), Belsley (1973), Borooah,
Chakravarty (1979), Brockwell, Davis (1991), Fahrmeir, Tutz (1996), Gourieroux, Monfort (1997),
Grzesiak (1995), (1997), (1999), Gutenbaum (1975) i wiele innych.
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SsfPack 2.2). Do wykorzystania filtru Kalmana wymagana jest znajomosci macierzy
F, G, H. Macierze te najcze¢sciej otrzymuje si¢ w wyniku odpowiedniego zapisu
znanego juz modelu ekonometrycznego. W wyzej wymienionych programach kom-
puterowych dostepne sg procedury, ktore zapisuja dany model ekonometryczny w
postaci modelu PS, brak jest natomiast procedur znajdujacych warto$ci macierzy
F, G, H. Podobnie jest w literaturze. Wigkszo$¢ publikacji zawiera jedynie model
PS jako inny zapis modelu ekonometrycznego, za$ brak jest niezaleznego szacowa-
nia modelu PS. Szczegolnie brak jest przykltadow empirycznych dla modelu PS o
wymiarze wigkszym niz jeden. W pracy Aoki (1990) mozna znalez¢ zar6wno sto-
sunkowo latwe estymatory macierzy F, G, H, jak i wiele przyktadow empirycznych
modelu przestrzeni stanow?. Ponizej zostang opisane dwa typy estymatoréw. Esty-
mator pierwszego typu bazuje na teorii realizacji stochastycznych®, zas estymator
drugiego typu to estymator zmiennych instrumentalnych. Chociaz, ogoélnie estymator
zmiennych instrumentalnych jest asymptotycznie efektywniejszy od estymatora re-
alizacji stochastycznych, to dla pewnych podklas procesow VAR, estymator pierw-
szego typu jest tak samo asymptotycznie efektywny jak estymator drugiego typu. Es-

tymator pierwszego typu jest szybszy pod wzgledem obliczeniowym.

Dla szeregu z, oznaczmy wektor danych w przoéd z; :[Zt Z,y ]T oraz

wektor danych w tyl z,, = [Zt—l Z, ]T . Przez:

R, = E(z;z:T) i R = E(ztjlz;lT), (1.3.14)
oznaczmy odpowiednio macierz kowariancji wektora w przoéd oraz odpowiednio
wektora w tyt, za$ przez H oznaczmy macierz:

KL K(2) K(S)
H,, = K(2) K(3) K(S +1) | (13.15)

K(J) K(J+1) K(J+S-1)

%8 Przedmiotem rozwazan sa przede wszystkim ekonometryczne modele wielorownaniowe lub
modele VAR.

% Ang. the stochastic realization theory; estymator ten jest sugerowany przez literature dotyczaca
teorii realizacji deterministycznej, zaproponowany przez Aoki w 1983 roku.
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zwang macierza Hankela. Macierz ta jest macierza kowariancji pomigdzy z, i z,,.

Ogolnie, macierz Hankela definiowana jest jako macierz nieskonczona®®. Do esty-
macji wykorzystuje si¢ skonczong kwadratowg macierz Hankela. Macierz H mozna

roztozyé wzgledem wartosci szczegdlnych®! (osobliwych) na iloczyn macierzy:
H=uxVv", (1.3.16)

gdzie X jest macierzg diagonalna, za$§ U, V macierzami ortogonalnymi. Teoretycznie
rzad macierzy Hankela jest rowny liczbie dodatnich warto$ci szczegélnych

macierzy H.

ESTYMATOR REALIZACJI STOCHASTYCZNYCH

Dla poszczeg6élnych macierzy modelu PS (1.3.4) — (1.3.5) dane sa estymato-

ry®%:
F=X:UTHVE?, (1.3.17a)
M=X"U"H,, (1.3.17b)
F=H.vE?, (1.3.17¢)
gdzie:
r=xix:,

_1
Y 2 - pseudoodwrotnos¢ Mooro-Penrosa,

H...H,. sa odpowiednio pierwsza kolumng oraz pierwszym wierszem

macierzy H,
H” - macierz*® kowariancji pomiedzy z;", i z,_,,

za$ M = E(x,,z )= FIIH" +GA, (1.3.18)

%0 por. Aoki (1990), Gourieroux, Monfort (1997), Wei (1990).

3! Ang. Singular value decomposition — SVD. Rozktad macierzy wzgledem wartosci szczeg6lnych
oraz opis algorytmu SVD jest przedstawiony w pracy Kielbasinskiego, Schwetlicka (1992) s.46.

%2 Wyprowadzenie wzoréw na poszczegdlne estymatory mozna znalezé w pracy Aoki (1990)
s.108.

%% Macierz Hankela z dodatkowym wierszem.



Charakterystyka reprezentacji procesow stochastycznych 27

gdzie T = E(xt,xtT), A=E(gé] )

Z poréwnania wymiarow poszczegdlnych macierzy w roéwnaniu (1.3.16) oraz
rownaniu (1.3.17a) wynika, Ze wymiary macierzy F oraz macierzy H sa takie sa-
me. Poniewaz wymiary macierzy stanu F sg $cisle powigzane z wymiarem wektora

stanu X, (patrz rownanie (1.3.2)), to stad wynika ze rzad macierzy Hankela jest row-

ny wymiarowi wektora stanu.

ESTYMATOR ZMIENNYCH INSTRUMENTALNYCH

Odpowiednie estymatory zmiennych instrumentalnych systemu macierzy dane

sg wzorami (1.3.19a—):

O'R'H*R'Q, =(0'R;'0, F(Q,R'Q!), (1.3.19a)
H RO, =M"X, (1.3.19b)
H,.R™Q" = AI, (1.3.19¢)

gdzie:
M=N">xx =QrR'Q",
0,=[H HF ... HF[,
Q. =M FM ... FSIMJ*
Opisany powyzej estymator uzywa wektora stanu X, jako zmiennej instrumentalnej.

Macierz M (1.3.17b) odgrywa podobng rol¢ do macierzy G (1.3.4)
(por. Aoki(1990)), zas zwiazek pomigdzy macierzami przedstawia roéwnanie (1.3.18).

Macierz M jako jedyna spetnia to samo rownanie Lyapunova co macierz G, tzn.:
FG.F' -G.=-GG'", FG,F' -G, =-MM",

gdzie G, =CC'oraz G, =QQ" s3 odpowiednio Granianem sterowania i Q Gra-

nianem. Sterowalnos$¢ pary (F, M) jest tak samo okreslona jak sterowalnos$¢ pary

% Odpowiednik macierzy C, przy czym macierz G zostata zastapiona macierza M.
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(F, G), wystarczy macierz G zastgpi¢ macierzg M. Mowimy wowczas
0 M-sterowalno$ci modelu. Dodatnia okreslono$¢ Granianu sterowania gwarantuje
sterowalnos¢, za$ dodatnia okreslonos¢ QQ Granianu gwarantuje M-sterowalno$¢ mo-
delu PS. Poniewaz rzgdy Granianu sterowania i € Granianu sg sobie réwne
(por. Aoki(1990)), to M-sterowalno$¢ wyznacza rowniez samg sterowalnosc.

Pomiedzy macierza Hankela (1.3.15), a macierzami O, | Qg zachodzi nastg-
pujacy zwigzek:

H, s =0,Q;. (1.3.20)

Macierz Hankela rozktada si¢ wzgledem wartosci szczegdlnych (1.3.16), zatem:

(NI

0, =Ux:, Q, =x:V". (1.3.21)

Poniewaz macierze U, V sg macierzami ortogonalnymi, a macierz X jest macierza

diagonalna, to wowczas:
0l0, =£=Q.Q!. (1.3.22)

Zauwazmy, iz dla szeregu jednowymiarowego, macierze opisane rownaniami
(1.3.14) sa skalarami (wariancjami). Stad, na podstawie rownan (1.3.21) oraz
(1.3.22), mozna stwierdzi¢, ze estymatory opisane rownaniem (1.3.19a), (1.3.19b)35,
(1.3.19¢) przyymuja odpowiednio postaci (1.3.17a), (1.3.17b), (1.3.17c). Zatem dla
szeregu jednowymiarowego estymator zmiennych instrumentalnych jest taki sam jak

estymator realizacji stochastycznych.

Btedy dla estymatora systemu macierzy opisanego réwnaniami (1.3.19) dane

sa wzorami®®:

SH=F-H=(N*Sexl )T, (1.3.23)
SM=XOIR*B(N*Y 5,27 ), (1.3.24)

SF=G(N*Y ex! I+ XOTRB(N*Y i) U, (1.3.25)

*® X=0lRr'0;.
% por. Aoki (1990) s.180.
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gdzie macierz B jest trojkatna-dolng macierza Toepliza.

Reszty modelu PS opisanego rownaniami (1.3.4-5) oblicza si¢ w nastepujacy spo-

sob:

é=1,—Hx, =g —SHX,. (1.3.26)
Zatem

A=N7S2al =N Y z,2] AN xx] AT =

(0)- HITA™ . (1.3.27)

s

Innym aspektem rozwazan nad modelem PS jest wymiar wektora stanu, a w
konsekwencji wymiar przestrzeni stanow, parametrow modelu PS oraz macierzy
Hankela (1.3.15). Jednym ze sposobdéw wyznaczenia wymiaru wektora stanéw jest

zastosowanie statystyki Bartletta®":

b, =—{N-n-1(2S +1)}n [Jt-»?) (1.3.28)

i>n+1
gdzie:
S — wymiar macierzy Hankela,

n — wymiar wektora stanu (n<'S),
7; — wspolczynniki korelacji kanonicznej.
Statystyka Bartletta ma rozktad 2 z (S —n)® stopniami swobody. Testujemy hipo-
teze:
H,:n=n",wobec H,:n<n’,
gdzie n” jest wymiarem wektora stanu.

Statystyka ta wykorzystuje wspotczynniki korelacji kanonicznejgg. Wspotczynniki

korelacji kanonicznej mierza zalezno$¢ migdzy wektorem danych w przod z; oraz

wektorem danych w tyt z,, (por. Jajuga (1993) s.217, Rao (1982) s.579, Wei

7 por. Aoki (1991) 5.159.
% Ang. canonical correlation coefficient.
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(1990) s.99). Wspotczynniki korelacji kanonicznej otrzymujemy normalizujac wek-

tory z; oraz z,, w nastgpujacy sposob:
df =R %z i d, =Rz, ®. (1.3.29)

Zauwazmy, iz macierz kowariancji znormalizowanych wektorow (1.3.29) jest prze-

skalowang wersja macierzy Hankela (1.3.15), tzn.:

é(d:d;_f )= R"HR* =PTZ". (1.3.30)
Macierz kowariancji (podobnie jak macierz Hankela) mozna roztozy¢ wzgledem
wartosci szczegdlnych (por. (1.3.16)) otrzymujac PT'Z'. Zatem, macierz T' jest

macierza diagonalna, za$ jej elementy diagonalne40 ¥; N0sza nazwe¢ wspolczynnikow

korelacji kanonicznej pomiedzy przesztymi i przysztymi wektorami danych.

1.4 Reprezentacja procesow stochastycznych w dziedzinie czestosci

Na temat reprezentacji procesow stochastycznych w dziedzinie czegsto$ci moz-

na znalez¢ wiele publikacii zaréwno w jezyku angielskim® jak i polskim®.

SPEKTRUM | JEGO WLASNOSCI
Niech z, bedzie rzeczywistym procesem stacjonarnym z bezwzglednie zbiez-
nym szeregiem autokowariancji K(z-). Realizacj¢ z, mozna przedstawi¢ za pomoca

rownania:
o) = A +3 A sin(net+a,), (1.4.1)

gdzie A, Ao, A, a,,... sa stalymi majacymi okre$lone wartosci, za§ @ = 2= jest

czestoscig zwigzang z okresem T. Wowczas transformata Fouriera istnieje i wynosi:

% Wartosci R, i R_ opisane sa w rOwnaniu (1.3.14).

%0 S5 one uporzadkowane w sposob malejacy.

1 Por. Brockwell, Davis (1991) Gourieroux, Monfort (1997) Hamilton (1994), Harvey (1993),
Koopmans (1995), Priestley (1981) i wiele innych.

*2 Por. Milo (1990), Talaga (1995), Talaga, Zielinski (1986), Zielinski (1979).
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1 & i
flo)=— > K(r)e™" 1.4.2
(@)= 5 Sk @42)
1 0
=— K(Z’)COS T (1.4.3)
2 =,
1 1&
:—K(0)+—ZK(T)C050)T, —-T<w<r, (1.4.4)
2 T

gdzie K(r)=K(-7), za$ odwrotna transformata Fouriera ma posta¢:
K(z)= [ fo)k“do. (1.4.5)

Funkcja f (a)) nosi nazw¢ spektrum i ma nastgpujace wlasnosci:
. .. . 43
— ciagla i nieujemna™,
— parzysta i okresowa o okresie 27 ,

- gdy =0, to wowczas z (1.4.5) otrzymujemy:
Var(z,)=K(0)= [ f(w)do (1.4.6)

Wariancja procesu stacjonarnego rowna si¢ polu ograniczonemu krzywa f(a))
oraz osia @ w przedziale [-z,7z]. Rozniczka f(w)dw okresla udziat czestosci
zawartych w przedziale (a),a)+da))w ogolnej wariancji procesu, gdzie dew jest

dowolnie matym przyrostem czestosci®,

— rownania (1.4.2) oraz (1.4.5) pokazuja, iz spektrum f(a)) 1 cigg autokowariancji
K(r) sg parg transformat Fouriera. Stad tez podejécie dziedziny czasu oraz podej-

scie dziedziny czestosci jest teoretycznie rownowazne. W zaleznos$ci od potrzeb

preferuje si¢ jedno lub drugie podejscie.

* Dowod, patrz Wei (1990) 5.233.
* Por. Stawicki (1993), Talaga, Zielifiski (1986), Zielinski (1979).
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REPREZENTACJA SPEKTRALNA FUNKCJI AUTOKOWARIANCJI - FUNKCJA SPEKTRALNA
Reprezentacja spektralna funkcji autokowariancji K(r) dana wzorami (1.4.2)

oraz (1.4.5) istnieje tylko dla bezwzglednie zbieznego szeregu autokowariancji.

Ogodlnie, reprezentacje spektralng dowolnego ciggu autokowariancji K(r) mozna za-

pisa¢ w postaci catki Fouriera-Stieltjesa:
K(z)= [e'"dF(w). (1.4.7)

gdzie F(w) jest funkcjg spektralng. Funkcja spektralna, podobnie jak funkcja (dys-

trybuanta) rozktadu prawdopodobienstwa, jest funkcja rzeczywista, nieujemna, ogra-

niczong i niemalej aca®™. Moze by¢ ona ztozona z trzech sktadnikow?®:

— funkcji kroku (funkcji dyskretnej), sktadajacej si¢ z przeliczalnej ilosci skonczo-
nych skokow,

— funkcji bezwzglednie ciagle;,
— ,,pojedynczych” funkcji®’,

Trzeci sktadnik jest bez znaczenia. Zatem mozna go w wielu przypadkach pomi-

nqé48. Woweczas:
F(o)~F.(0)+F, (@), (1.4.8)

gdzie Fc(a)) jest funkcja bezwzglednie ciagla, za$ F, (a)) jest funkcja skoku.

W przypadku opisanym réwnaniem (1.4.5), tzn. przy bezwzglednie zbieznym szere-

gu autokowariancji, F(w)=F. (@) oraz dF(0)= f(w)dw.
Pomimo, iz funkcja F(a)) jest nieujemna i niemalejaca, to nie posiada wszyst-
kich wtasnos$ci funkcji rozktadu prawdopodobienstwa (f.r.p.), gdyz J. dF(a)): K(O),

ktora nie koniecznie jest rowna 1. Mozna zdefiniowa¢ takg funkcje G(a)), ktora be-

dzie posiadata wszystkie wtasnosci f.r.p. .

* Por. Talaga, Zielinski (1986) s.20.
“® Por. Koopmans (1995) s.32, Priestley (1981) s.226, Wei (1990) s.236.
*" Ang. a ,singular” function.
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Niech:

Glw)= Flo) : (1.4.9)

plo)de = dG(w) = —)da) . (1.4.10)

Wykorzystujac réwnania (1.4.2) —(1.4.5) otrzymuje si¢ odpowiednie transformaty

Fouriera:
pl0)= = 3 pe (14.11)
2r =7
1 00
=— > p,cosor (14.12)
% At
:i+£ip CosSwzr, —T<w<T, (1.4.13)
2r ="
oraz
p. = [ plokdo, (1.4.14)

gdzie p, jest wspolczynnikiem korelacji. Funkcja p(a)) ma wlasnos$ci funkcji gesto-

sci prawdopodobienstwa na przedziale [— 7Z',7Z']. Nosi ona nazwe funkcji gestosci

spektralnej.

Zatem pomigdzy funkcja gestosci spektralnej i spektrum zachodzi zwigzek

f(o)

p(a)) =——=. Poniewaz K(O) jest stala, spektrum czesto utozsamia si¢ z funkcja ge-

K(0)

stosci spektralnej 1 odwrotnie.

*8 Por. Koopmans (1995) s.32, Priestley (1981) 5.227.
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Poréwnujac réwnanie (1.1.9) oraz (1.4.2)* mozna zauwazyé¢ zwiazek pomie-

dzy spektrum oraz funkcjg tworzacg autokowariancje:

1 _
flw)=—Kle™). 1.4.15
(@)= k™) (1419
REPREZENTACJA SPEKTRALNA PROCESOW STACJONARNYCH
Niech cigg autokowariancji bedzie dany réwnaniem (1.4.7) oraz niech dany
bedzie szereg czasowy z,, ktory mozemy zapisa¢ za pomocag catki Fouriera-

Stieltjesa:
7, = [e“dU(w), (1.4.16)

gdzie, dla pojedynczej realizacji, U (a)) odgrywa podobna rol¢ do F(a)) w réwnaniu
(1.4.7). Relacja (1.4.16) nosi nazwg reprezentacji spektralnej procesu stacjonarnego
z,. Funkcja U (a)) moze si¢ zmienia¢ z realizacji na realizacj¢. To znaczy, dla kazdej
realizacji z, znajduje si¢ realizacje U(a)) Jezeli réwnanie (1.4.16) jest uzyte do
przedstawienia wszystkich mozliwych realizacji procesu z,, to dla kazdego o, U (a))

przyjmuje wartosci zespolone procesu stochastycznego. A zatem calka w rownaniu
(1.4.16) jest calka stochastyczng. Rownos¢ (1.4.16) jest definiowana w S$rednio-
kwadratowym sensie, tzn.:

2
E zt—je‘a"du(m){ -0. (1.4.17)

Niech z, bedzie procesem stacjonarnym o $redniej zero ( E[Z]t =0). Woéwczas:

\/ E[dU(w)]=0. (1.4.18)

Dla procesu stacjonarnego z, z wartosciami zespolonymi o $redniej zero, funkcja au-

tokowariancji jest zdefiniowana w sposc')bso:

*9 Zaktadamy, ze spektrum istnieje.
0 Dzigki takiej definicji wariancja procesu Z, jest rzeczywista.
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K(r)=E(z.z..), (1.4.19)

gdzie z,,, oznacza proces sprzezony do procesu z,,_. Jezeli proces z, jest procesem

o wartosciach rzeczywistych, to wowczas 2z, ... Na podstawie (1.4.16) proces

t+r

Z, mozna zapisac:
z = j e ' duU’( j e dU" (- w). (1.4.20)

Zatem proces z, jest rzeczywisty wtedy i tylko wtedy gdy:
\/ dU" (- @)= dU(@). (1.4.21)

Podstawiajac (1.4.16) 1 (1.4.20) do (1.4.19), otrzymujemy autokowariancje:

K(r)= E(z zm)

= Ie"”th Ie"“"”du (@ )}

_ E_T [ete-0-1gu (a))du*(;t)}

= j 'Te‘(“"”‘e‘”” E[du (w)du*(2)] (1.4.22)

T =T

ktora jest niezalezna od t, gdyz z, jest procesem stacjonarnym. Stad wynika 1z:

\/ E|dU(w)du”(2)|=0. (1.4.23)

w#A

Zatem proces U(w) jest ortogonalny. Niech @ = A, woéwczas z (1.4.22) otrzymuje-

my:
K(r)= Te“‘”EhdU(m}z]z Te‘mEﬂdu(w)z]z Te"“dF(w), (1.4.24)

gdzie

dF ()= E[dU(0)’ |= dU(@)dU" (@), da —7<w<z,  (14.25)
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[ F(a)) jest funkcja spektralng procesu z,. Jezeli proces z, jest niedeterministyczny,

F(a)): F. (a)), to:
()Mo = dF (0) = E[dU (o)} dla —7z <0 <7 (1.4.26)

1 wowczas:
K(z)= [ f(o)do. (1.4.27)

Proces stacjonarny moze by¢ zatem przedstawiony jako funkcja sinusow i co-

sinuséw z nieskorelowanymi losowymi wspotczynnikami.

Powyzsza reprezentacja zwana jest takze reprezentacja Cramera. Jest to zwig-
zane z twierdzeniem Kotmogorowa-Cramera, na podstawie ktorego kazdy stacjonar-

ny proces stochastyczny mozna przedstawi¢ w postaci (1.4.16)".

PERIODOGRAM

Do estymacji funkcji gestosci spektralnej wykorzystuje si¢ periodogram. Niech

danych bedzie n obserwacji szeregu czasowego z, oraz reprezentacja Fouriera tego

Szeregu.

n/2
z, =Y (a cosamt+b,sinemt), (1.4.28)
k=0

gdzie o, = % k= 0,1,...,[%], za$ a, b, sa wspotczynnikami Fouriera wynoszacymi:
n

n
%Zzt cosm,t, dla k=01iKk =2 jeslin jest parzyste

e . (1.4.29)
EZZt cosw,t, dla k:1,2,___(”__1j
L 2

oraz

by =§Zzt sinw,t, dla k :12(”7_1j (1.4.30)
t=1

5 Por. Stawicki (1993) s.15, Talaga, Zielifiski (1986) s.21, Wei (1990) s.241.
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DEFINICIA1.4.1

Periodogramem ciagu {z,,,....,Z,} przy czestosci w, :%, k=071...[2] nazy-
n

wamy funkcje:

(0)=1

(1.4.31)

Jezeli ponadto 0<w, <7, to wowczas wzor (1.4.31) przyjmuje postac:

2

I(a)k)=% - g(af +b?), (1.4.32)

n -
Z Zt e —itay
t=1

gdzie a, b, sa wspotczynnikami Fouriera, za$ k = 01[%]

Periodogram sktada si¢ z [%] wielko$ci opisanych rownaniem (1.4.32). Poje-
dyncza wielko$¢ I(w, ) zwigzang z czesto$cia o, nazywamy intensywnoscig przy

czestoscl @, .
Istotnos¢ poszczegdlnych w, sprawdza si¢ weryfikujac hipotezy:
H,:@a, =b, =0 vs. H,:a #0vb, #0,
za pomocg statystyki:

_ (1-3)a7 +1y) (1.4.33)

25 e +01)

ktéra ma rozktad F(2,n—3) z 2 i (n-3) stopniami swobody.

W praktyce, w szeregach czasowych, sa skladniki okresowe o nieznanej czg-

stosci.
Dla modelu opisanego wzorem:
Z, =acoswt + fsin ot + &, (1.4.34)

gdzie ¢, jest bialym szumem o rozktadzie N(O,GZ), za$ o jest nieznang czestoscia,

stawiamy test:
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Hy:a=4=0 vs. H :a#0vg=0. (1.4.35)
Niech:
19(ey ) = max{l (@, )} (1.4.36)

Woéwezas statystyka Fishera ma postaé:

| @ (w(l))

> )

Ze wzgledu na hipoteze zerowa dla procesu bialego szumu modelu z,, Fisher poka-

T = (1.4.37)

zal, ze:
m (N
P(T >g)= Z(—l)“l( J. ](1— jo)" (1.4.38)
=
gdzie N=[n/2] g>0, za$ m jest najwickszg liczbg naturalng mniejsza od 1/g. Za-
tem, dla danego poziomu istotnosci ¢, do znalezienia wartos$ci krytycznej g, mozna
uzy¢ rownania (1.4.38) jak i rownania:

PT>g,)=c, (1.4.39)

Jezeli wyliczona za pomoca szeregu warto$¢ T jest wigksza od g, to odrzucamy hi-
potez¢ zerowa.

Do obliczenia warto$ci krytycznej, uzywa si¢ rowniez rownania (1.4.38) w po-

staci:
P(T>g)=N(1-g)"". (1.4.40)

Dla matego N wartos$ci krytyczne obliczone za pomocag wzoru (1.4.39) 1 (1.4.40) sa
bardzo dobrym przyblizeniem warto$ci krytycznych obliczonych za pomoca wzoréw

(1.4.39) oraz (1.4.38).

ESTYMATOR FUNKCJI GESTOSCI SPEKTRALNEJ

Funkcja gestosci spektralnej rzeczywistego procesu stochastycznego z czasem

dyskretnym i funkcja spektralng F(w) absolutnie ciagla, wyrazona w zaleznosci od

funkcji kowariancyjnej dana jest wzorem (1.4.4). Naturalnym estymator f(w)
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otrzymuje si¢ poprzez zastgpienie funkcji kowariancyjnej K(z) jej estymatorem
K(z). Dla danych n obserwacji szeregu czasowego mozna policzy¢ K(z) tylko dla

k=012,..(n—1). Stad estymator f(») ma postac:

21 Sy
- 1 R0)+ 13 R(r)cosor (14.41)
27 Ta

Estymator f () jest estymatorem asymptotycznie nieobcigzonym lecz niezgodnym.

Rozwazmy f(d,) przy o, =2 k=0L1,.. [2] Przy takich czgstosciach periodogram

oraz gestos¢ spektralna sg w Scistej relacji. Przeksztatcajac wzor (1.4.32) otrzymuje-

my:

|(a)k)=g(a§+bk2)=2 K (je = (A(o)+2nik( j)cosw, ] (1.4.42)

° 1
f(a)k):4— (@) k=12,..[2]. (1.4.43)
r
T 2 1
Jezeli n jest parzyste, to f (a)n/z )= o (@,,,)
T

OKNO SPEKTRALNE

Naturalng droga do zredukowania wariancji gestosci spektralnej jest lokalne
wygtadzanie gestosci spektralnej wokot konkretnej czestosci. Innymi stowy, estyma-
tor gestosci spektralnej jest otrzymywany dla Srednich wag m wartosci na lewo

1 prawo od czgstosci m, , tzn.:
mn

fi(a)k)z Z/lM (wi)f(wk —a)j), (1.4.44)

j*_mn

gdzie o, =%%, dla k=041, +[§], sg czestosciami Fouriera. Funkcja 4,, posiada

nastgpujace wlasnosci:
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my

ZiM (a)j):l,

j:’mn

o j )= (@ ,- ) (1.4.45)

jim 322 (,)=0.

nN—owo .
J=—my

Funkcja wagowa A,, zwana jest oknem spektralnym. Wariancja funkcji opisanej
wzorem (1.4.44) wynosi:

Var[f, (0,21 (0, )F 32 (,). (1.4.46)

J=—m,
Z wlasnosci (1.4.45) okna spektralnego wynika, iz wariancja gestosci spektral-
nej maleje, gdy n ro$nie. Warto§¢ m, oznacza ilo$¢ czestosci (szeroko$¢ pasma czg-
stotliwosci) uzytych w wygladzaniu. Warto$¢ ta ma bezposredni zwigzek z szeroko-

$cig okna spektralnego. Gdy szeroko$¢ okna rosnie, to otrzymany estymator jest bar-

dziej stabilny (posiada mniejsza wariancje).

FUNKCJA WAGOWA

Niezgodnos¢ estymatora f(w) mozna wyeliminowaé wprowadzajac do wzoru
(1.4.41) funkcje wagowa A, ,, gdzie dowolna stata M jest liczbg op6znien. Wow-

CZas.
. 1 < ~ ok
f(a))=—2 > Anrie (1.4.47)
7T k=—M

Funkcja wagowa posiada nastepujace wlasnosci:

et

/1M]0 =1

ﬂ'M,—k = ﬂ“M,k’

ZM]k =0, |k| > M. (1.4.48)

Wariancja estymatora gestosci spektralnej opisanego wzorem (1.4.47) wynosi:

Var[f(a))];% f 2@)% 2. (1.4.49)
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Transformatg Fouriera wag A,, , jest okno spektralne:

1w r
Ay (a))zg > A (1.4.50)
k=—M

Im wigcej znamy punktow dla ktorych szacuje si¢ gestos¢ spektralng, tym le-
piej przedstawiona jest funkcja f(w). Liczba M jest zalezna od n (liczby obserwa-
cji). Na ogo6t liczba M stanowi od 10% do 30% dlugosci szeregu. Szeroko$¢ okna
Spektralnego52 jest odwrotnie proporcjonalne do ilosci opodznien (M) uzytych do zna-
lezienia okna (policzenia wag). Jezeli wartos¢ M rosnie, maleje szeroko$¢ okna
(EBW) i stad wariancja (V) wygtadzonej gestosci spektralnej rosnie, pomimo iz ob-

cigzenie (O) maleje.

M T= EBW {=V T= 0!
Mi=EBW T=V =01

Niektore okna spektralne przyjmujg wartosci zarowno dodatnie jak i ujemne.

Przyktad takiego okna przedstawiono na rys 1.4.1.

0 /\A/\/\/\r\vl\/\/\/\nh Anf\l\/\/\/\r\r\/\/\/\,
NN VVVUUv dUUVVVVVvvvvv

Rys 1.4.1. Okno spektralne przyjmujace wartosci ujemne 1 dodatnie

°2 Ang. bandwidth.
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Ekstrema lokalne okna spektralnego nosza nazwe listkdw bocznych®®. Istnienie
duzych listkow bocznych dopuszcza wigkszy udziat w wygladzaniu czestosci odle-
glych od . Powoduje to ,,rozmycie” mocy skupionej w jednym punkcie czestosci,
na szerszy przedzial czestosci. Zjawisko takie nosi nazwe przecieku spektrum®.
Oznacza ono, iz w estymatorze gestosci spektralnej wazng role moze odgrywac inna
czesto$¢ rozna od w. Listki boczne przedstawione na rys.1.4.1 przyjmuja zar6wno
warto$ci dodatnie jak i ujemne. Jest to bardzo niekorzystne, poniewaz gestos¢ spek-
tralna jest z definicji wielkoscig dodatnig. Przy wyborze wagi powinno si¢ unikac

okien z duzymi listkami bocznymi.

W literaturze mozna spotka¢ rézne okna spektralne. Ponizej przedstawiono

najczesciej stosowane okna:

— Okno prostokatne:

A, (a))_isin[a)(M +%)]

2z sin(w/2) (1.431)

M jest opoznieniem mniejszym od (n-1).

Prostokatne okno spektralne przyjmuje maksymalng warto$¢ (2M +1)/ 2z dla
czestosci @ =0, zero dla @ =+2jz/(2M +1) oraz listki boczne (maksima lokal-
ne) dla w=+(4j+1)r/(2M +1), gdzie j=12... Czes¢ listkow bocznych
przyjmuje wartosci ujemne. Okno prostokatne przyjmuje zar6wno wartosci do-
datnie jak 1 ujemne. Stad tez, estymator gestosci spektralnej, dla pewnych czgsto-
$ci, moze przyjmowac wartosci ujemne. Poniewaz gestos¢ spektralna z definicji

jest funkcja nieujemna, otrzymany estymator nie jest zadawalajacy.

— Okno Bartletta:

1 [sin(@M/2)]’
Ay (@)= =y [ sin(@)2) } . (1.4.52)

> Ang. side lobes.
> Ang. leakage.
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Okno spektralne Bartletta przyjmuje wartosci nieujemne. Zatem estymator funkcji
gestos$ci spektralnej takze jest nieujemny. Listki boczne w oknie Barletta sg

mniejsze niz listki boczne w oknie prostokatnym.

— Okno Blackmana-Tukey’a:
_a sinf(@w-z/MYM +1/2)]
fulo)=o sinflo—z/My2]

. (1-2a) sin[w(M +1/2)]+ ‘a sinf(w+7z/M)M +1/2)]
27 sin(w/2) 2z sinf(w+72/M)/2]

. (1.4.53)

gdzie stala a moze przyjmowac¢ wartosci 0 <a<0,25.

Dla pewnych czestosci o, estymator Blackmana-Tukey’a gestosci spektralnej mo-
ze przyjmowaé wartosci ujemne.
— Okno Parzena:

_ 3 [sin(em/a)]’
Ay (a))zsﬂM{ V2sin(e /2)} . (1.4.54)

M przyjmuje warto$ci parzyste. Okno Parzena przyjmuje wartosci dodatnie dla
dowolnych czestosci. Stad tez estymator gestosci spektralnej przyjmuje wartosci

nieujemne.
Zestawienie wag poszczegolnych okien jest przedstawione w tabeli 1.4.1.

Dla danego M, najszerszym z prezentowanych okien jest okno Parzena. Zatem
ma najmniejszg wariancjg, a stad najwigksze obcigzenie. Ponadto przyjmuje wartosci
nieujemne, co wptywa na nieujemnos$¢ estymatora gestosci spektralnej. Drugim ta-

kim oknem jest okno Bartletta.

W oprogramowaniu najczes$ciej uzywane s3 okna Parzena i Blackmana-

Tukey’a.

Jakos¢ estymatora gestosci spektralnej jest wyznaczona poprzez ksztatt (forme
funkcji wagowej) 1 szerokos$¢ okna (lub rownowaznie, ilo$ci opoznien). Ksztalt okna
spektralnego zmienia si¢ dla réznych szerokosci okna. A zatem, w konstrukcji okna
spektralnego, nie mozna zwraca¢ uwagi tylko na ksztalt okna, ale réwniez na jego

szeroko$¢. Szersze okno z mniejsza wariancjg. Z drugiej strony, mniejszy wymiar
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okna daje mniejsze obcigzenie i mniejszy przeciek. Potrzebny kompromis pomig¢dzy

wysoka stabilnoscig i wysokimi rezultatami jest czesto trudny.
Kroki przy wyborze okna:

1. okresli¢ dopuszczalny i pozadany ksztalt krzywe;,

2. wstepnie policzy¢ gestos¢ spektralng dla szerokiego okna,

3. przelicza¢ gestos¢ spektralng dla stopniowo wezszych okien az do ustabilizowa-

nia.

Ustabilizowana warto$¢ estymatora gestosci spektralnej jest poszukiwanym wyni-
kiem.
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RozDzIAL 1|

Zaleznosci pomiedzy reprezentacjami

procesow stochastycznych

2.1 Reprezentacja ARMA a reprezentacja w dziedzinie czestosci

Proces stacjonarny z, majacy minimalng reprezentacje ARMA(_p,g) postaci:
#(B)z, =0(B)s,, (2.1.2)
mozna zapisa¢ jako proces realizacji stochastycznych:

z, =¢(B)9(B) zwjgt . (2.1.2)

Funkcja tworzaca autokowariancje (1.1.10) modelu opisanego za pomocg réwnania

(2.1.1) ma postac:

K(B)=0? HEE))Z E_I , (2.1.3)

za$ funkcja gestosci spektralnej wyrazona jest wzorem:

Ll e o206 (e
f(a))—EK(e )= 2o ) (2.1.4)
af ole ’
T (2.1.5)

Poniewaz proces stacjonarny z, ma minimalng reprezentacje ARMA, to istnie-

je funkcja odwrotna do (2.1.5) dana wzorem:



Zaleznosci pomiegdzy reprezentacjami procesow stochastycznych 47

o B 272_¢(e—ia) %(ei(u)
fo)= 20l ) (2.1.6)
_2_72_ ¢ e—iw 2
= (2.1.7)

Funkcja (2.1.7) jest spektrum widmowym procesu ARMA. Stosujac odwrotng trans-

formate Fouriera do f (@) otrzymujemy:
KO()= [ f ok do, (2.1.8)

2

ktora jest znana jako funkcja odwrotna autokowariancji. Oczywiscie:

pl) = _ 1 [ ek do, (2.1.9)

jest funkcja odwrotng autokorelacji.

2.2 Model ARMA a model przestrzeni stanéw
Minimalng reprezentacje ARMA(E,Q), opisang wzorami (1.2.1)-(1.2.2), moz-

na zapisa¢ jako model przestrzen stanow w postaci kanonicznej™ (2.2.1) lub w po-

staci opisanej rownaniami (2.2.2a) i (2.2.2b)°.

Niech m= max(_p,g) oraz ¢, =0 dla j> p. Wowczas model PS ma postac:

X, = X, + &, (2.2.1a)
¢m ¢m—1 ¢m—2 ¢m—3 — Ym
z,=[0 0 .. 1-x +¢ t=0%1..., (2.2.1b)

. T ,
gdzie x; = [zm’t,zt+2't,...,zt+m‘t], za$ Z,,,, = E[zt+1|zk,k st],

> patrz Gourieroux, Monfort (1997) 5.287, Brockwell, Davis (1991) s.469.
% patrz Gourieroux, Monfort (1997) s.288.
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lub
—¢ —¢ . —¢, 6, 0. 0,] [1]
1 0O .. O 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 .. 0 0O .. O 0 0
Xig = . . . . . . . . X, + 1 &y (2223.)
0 0 0 0 0 0 0
0 0O .. O 0o .. 0 :
0 0 .. 0 0 .. 1 0] |0
z,=l-¢ . ¢, 6 .. O+, (2.2.2b)
gdzie x{ = [zt_l v Ly B e <9t_qJ-

Posta¢ kanoniczng PS modelu ARMA mozna otrzymaé wykorzystujac warun-

kowa warto$¢ oczekiwang modelu ARMA:

Zim =PZima tot Pl T Em — O — o —OnE (2.2.3)

met s

gdzie ¢, =0 dla j>poraz ¢ =0dlai>q, i, j=1..,m,zas:
Zy,i =zl//j€t+i—j - (2.2.4)
j=0

Niech 2., = E[zilzok<t-1]= Yy e, (2.2.5)

j=i+l

Zatem Ziiy = E[Zt+i|2k,k St]= il//jgwi—j =
j=i

=Yi& + Z‘//jgm—j = Zyipa TViér (2.2.6)

j=ivl

Stad:
Ziagr = L TVAE
Zisap = Lyopa TVL&

(2.2.7)
Zimat = Zomata T Wnaéy

Zimt = Zoampr T¥Wnéy
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Liczac warto$¢ oczekiwang warunkowg dla procesu postaci (2.2.3) otrzymujemy:
Ziimir = G Zimags Tt BnZigs- (2.2.8)
Zatem ostatnie rownanie (2.2.7), ze wzgledu na (2.2.8), ma postac:
Ziye = ¢1Zt+m—l,t—l +.ot ¢m Ziog Wit (2.2.9)

Dlai>0 z,,,;, jest funkcja z,, 4,23, 4,2

P Etem-1t-1
Zt+m+1,t = ¢lzt+m,t—l +..t ¢m Zt+l,t—l = f (Zt,t—l’ Zt+l,t—l""’ Zt+m—l,t—l)' (2210)

Stad wektorem stanu jest wektor X, , = [Zt,t—l’Zt+l,t—l1""zt+m—1,t—1]T’ a reprezentacja

przestrzeni stanow modelu ARMA dana jest wzorem (2.2.1).

Zatoézmy, ze proces z, posiada reprezentacje przestrzeni stanéw, za$ minimal-
ny model PS jest postaci (1.3.4)—(1.3.5). Wymiar wektora stanu x, wynosi m. Wie-
lomian charakterystyczny macierzy F jest dany wzorem:

m

A-F|=> g™, (2.2.11)

i=0

gdzie ¢, =1. Na podstawie twierdzenia Cayleya-Hamiltona wiemy, ze:
> gF™ =0. (2.2.12)
i=0

Stosujac kolejne podstawienia do rdwnania (1.3.4), otrzymujemy:

Xpi =F Xy +Gr&y =
= F(F Kigico t G- Eiiz2 )+ G- Syt =
= FZXHi—Z + F : G : gt+i—2 + G ' gt+i—1 = (2213)

i i-1
=F'x+F " -G-g+..+G-¢,,4

Mnozgc rownanie (1.3.5) przez odpowiednie ¢ otrzymujemy:

=H X,y +En = H(met +F™ .G g +---+G'5t+m—1)+’9

m-1 m-2
¢lzt+m—1 = ¢1(H1Xt+m—1 + €t+m—l)= ¢1H(F7 X, +F=7-Gg +..+G “Etim-2 )+ ¢lgt+m—1

z

t+m t+m t+m

¢m—lzt+1 = ¢m—1 (H ’ Xt+1 + €t+l) = ¢m—1H(FXt + G ’ gt )+ ¢m—lgt+l
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PnZi = PuHIX; + &6 (2.2.14)

Dodajac do siebie prawe i lewe strony (2.2.14) mamy:

Zim ¥ O Loy +oot GoaZi + B2, = H(met +F™.G.-g +..+G '5t+m71)+ Eim +
+ (/51H(Fm‘1xt +F"?.G.g +..+G ~gt+m_2)+ $iEms oo
ot Gy HFX + G 8)+ By 1600 + G HX, + 6, =

—HF" + gF™ .+ g, F+ gl +
+(HF™'G + 4 HF™?G + ...+ ¢, \HG +4, )5, +...
+ (HG + ¢l )gt+m—l + gt+m

Niech:

0. =HF'G+gHF' °G+..+¢_HG+4¢, i=1..,p. (2.2.15)

Woweczas (ze wzgledu na (2.2.12)) proces z, ma reprezentacj¢ ARMA postaci:

Zim YA Zima Tt P02 =6 O 1E g T 0,6, (2.2.16a)
lub w rownowaznej formie:
Z+hZ g+t Pl =& e+ 08, (2.2.16b)

W literaturze mozna spotka¢ transformacje modelu ARMA w model PS bez zatoze-
nia 0 minimalnej reprezentancji ARMA®’. Podstawowa réznica pomigdzy przedsta-
wiong powyzej metoda a metoda zamieszczong we wskazanej literaturze polega na

innym wyborze wymiaru wektora stanu. Mianowicie za wymiar wektora stanu
przyjmuje si¢ max(p,q+1), gdzie p i g s3 odpowiednio rzedem autoregresji oraz
rzgdem S$redniej ruchomej modelu ARMA. Jezeli m= max(_p,g)= max(p,q+1), to
w obydwu przypadkach otrzymuje si¢ identyczng macierz stanu oraz macierz wyj-

$cia, za$ macierz zakldcen rézni sie, tzn.:

S |

> Por. np.: Gorka (1997), Grzesiak (1995), Harvey (1993), Wei (1990).
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W pracy Gourieroux, Monfort (1997) mozna znalez¢ powigzania pomiedzy
reprezentacja ARMA i reprezentacja PS. Ponizej zostang przytoczone dwa twierdze-

nia>® opisujace zaleznosci pomiedzy obydwiema reprezentacjami.

TWIERDZENIE 2.2.1

Proces realizacji stochastycznych:
2= WiE (2.2.17)
j=0

ma reprezentacje ARMA wtedy i tylko wtedy, gdy ma reprezentacj¢ PS.

Réownowazno$¢ form mozna wyrazi¢ za pomoca funkcji transferowej. Funkcja trans-
ferowa modelu ARMA (1.2.1) w posta¢ realizacji stochastycznych (2.2.17) ma po-

stac:

¢ (x)(x), (2.2.18)
za$ funkcje transferowa modelu PS mozna zapisac:

1+H(Ix-F)'G. (2.2.19)
Zatem funkcje transferowg (2.2.18) mozna zapisac jako (2.2.19) i odwrotnie.

Niech dany bedzie proces jednowymiarowy majacy minimalng reprezentacje

ARMA(E,Q) oraz minimalny model PS o wymiarze K .

TWIERDZENIE 2.2.2

K= max(p,g).

Zatem model PS (2.2.2) minimalnej reprezentacji ARMA nie jest minimalnym mo-

delem PS, za$ model PS opisany rownaniami (2.2.1) jest minimalnym modelem PS.

%8 Twierdzenia oraz dowody mozna znalez¢ w pracy Gourieroux, Monfort (1997) s.284 i nastepne.
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2.3 Model przestrzeni stanéw a spektrum

Pomiedzy funkcja gestosci spektralnej a funkcja autokowariancji>® zachodzi

zwigzek:
flo)=5- DKl ™" (231)
Funkcje autokowariancji modelu PS (1.3.4-5) mozna wyrazi¢ wzorem:
K(z)=HFE(x,,z )=HF M, dla 7 >1, (2.3.2)
gdzie:
M =E(x,,,z] )=FITHT +GA,
cov(x,)=1I, cov(e,)=A.

Macierz Il oraz A sa stale w czasie, gdyz proces z, jest stacjonarny. Spelnione sa

rowniez dwa nastgpujace rOwnania:
N=FIF +GAG", (2.3.4)
K(O0)=HIH" +A. (2.3.5)

Zatem:

2 =
LGRS WIS
T r=—1 =1
_ %(K(O)+2§K(r)cosa)rj -
:KZL:)JF%;::HFHM CoS T . (2.3.6)

Odwrotng transformatg Fouriera do (2.3.1) jest:

> Funkcja spektralna jest rozniczkowalna, za$ szereg autokowariancji jest bezwzglednie zbiezny.
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K(r)= j f(o)e'do. (2.3.7)

Zatem majac funkcj¢ gestosci spektralnej mozna wyznaczy¢ wartosci funkcji auto-
kowariancji, natomiast majac funkcje autokowariancji mozna wyznaczy¢ macierz

Hankela (1.3.15), i dalej model PS.

LEmMAT

Model PS otrzymany za pomoca funkcji gestosci spektralnej jest modelem sta-
bilnym.

Dowdd:

Dana jest funkcja gestosci spektralnej. Zatem szereg autokowariancji jest bez-

wzglednie zbiezny. Stad, jezeli:
D IKE)<o = > K(r)<o. (2.3.8)

Funkcj¢ autokowariancji mozna opisa¢ wzorem (2.3.2), zatem:

D K(z)=D HF *"M=HM+HFM + HF*M+...=

=1 =1

:H(I+F+F2+...)|\/I:H(iF”JM. (2.3.9)

Macierze H i M sg stale, zatem zbiezno$¢ szeregu (2.3.9) zalezy tylko od zbieznosci

Szeregu.
D FT = I+F+F2 4 (2.3.10)

=1

Poniewaz szereg (2.3.9) jest zbieznym, to istnieje suma szeregu (2.3.10). Natomiast

suma szeregu (2.3.10) istnieje, jezeli® |F|<1, tzn.*"

IFl<1 = iFT’l=I+F+F2+...:(I—F)‘1, (2.3.11)
=1

% por. Kietbasinski, Schwetlick (1992) s.152.
%1 Szereg (2.3.11) nosi nazwe szeregu Neumanna macierzy F.
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gdzie ||F|| jest dowolng normg multiplikatywna macierzy.

Z drugiej strony kazda wartos¢ wtasna A macierzy F spelnia nieréwnosé (por. Kiet-
basinski, Schwetlick (1992) s.44):

2 <[F]. (23.12)
Podstawiajac poprzednik implikacji (2.3.11) do (2.3.12), otrzymujemy:
4] <1. (23.13)

Poniewaz warto$ci wtasne macierzy F leza wewnatrz kota jednostkowego (2.3.13),

to model PS jest stabilny. cnd.

Odwrotnie, stabilno$¢ model PS nie gwarantuje bezwzglgdnej zbiezno$ci sze-

regu autokowariancji®.

WNIOSEK

Za pomocg kazdej z reprezentacji mozna otrzyma¢ funkcje autokowariancii,
natomiast za pomocg funkcji autokowariancji mozna wyznaczy¢ kazda z reprezenta-

cji.

2.4 Przyktady transformacji modeli

PRzYKLAD 1
Niech dany bedzie stacjonarny szereg czasowy z,, ktory ma reprezentacj¢ au-
toregresyjng rzedu drugiego AR(2) postaci:
Z, — Pl — Pl , =& (2.4.1)
Zatozmy, ze pierwiastki wielomianu 1—¢ B —¢,B? =0 leza na zewnatrz kota jed-
nostkowego.

Nie znajac wartosci szeregu czasowego a jedynie jego reprezentacje AR opisa-
ng rownaniem (2.4.1) mozna wyznaczy¢ reprezentacj¢ w dziedzinie czgstosci. Funk-

cja tworzaca autokowariancje procesu ma postac:

2 . . . ror
%2 Gwarantuje zbiezno$é szeregu.
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2

o
K(B)= L —, (2.4.2)
L-¢,B-¢,8°J1-4B" -¢,B7)
za$ funkcja gestosci spektralnej wyrazona jest wzorem:
1 .
flo)=—Kle™ )=
(0)= = Ke™)
2
s ! (2.4.3)

T2 L+ g7 + 92 + 24, (4, —1)c0s @ — 24, COS 20

Model PS w postaci kanonicznej, dla procesu AR(2) dany jest wzorami:

X, = { 0 1 } Xy J{ 2¢1 }gtl, (2.4.4a)
¢2 ¢1 ¢1 + ¢2
z,=[0 1]-x, +s, (2.4.4b)

gdZie Xiq = [Xt,t—l Xt+l,t—l]T v Xt = Zicgy Xgia = Zig -

PRZYKLAD 2
Dany jest model ARMA(2,1) stacjonarnego szeregu czasowego z, :
2, -9z,,-¢,2, , =6 —-0¢5 . (2.4.5)
Proces opisany rownaniem (2.4.5) jest przyczynowy 1 odwracalny.

Funkcja gestosci spektralnej modelu (2.4.5) wyrazona jest wzorem:

o’ 1+67 — 26, cosw
flw)=—% —7F— L1 , (2.4.7)
2 1+ @2 + ¢2 +2¢,(¢, —1)cos @ — 2, c0S 20
za$ model PS w postaci kanonicznej dany jest wzorami:
0 1 -0,
X, = { } Xy +{ ) 9 ! i|gt_l, (2.4.8a)
¢2 ¢1 ¢1 - ¢1‘91 + ¢2
z,=[0 1] x, +&,, (2.4.8b)

gdzie X, ; = [Xt,t—l Xt+l,tfl]T v Xera = Zigs Xpaea = 2y
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PRzZYKLAD 3

Model PS stacjonarnego szeregu czasowego z, ma postac:
X, =F-X4+G- &, (2.4.9a)
z,=H-x, +¢, (2.4.9b)

gdzie wektor stanu X, jest wektorem dwuwymiarowym, za$ macierze F, G, H sa
odpowiednio wymiarow 2x2,2x1,1x2. Model opisany rownaniami (2.4.9) jest

modelem stabilnym, obserwowalnym oraz sterowalnym. Zatem zgodnie z twierdze-

niem 1.3.1 jest modelem minimalnym.

Niech:
f f
F:{ H 12] G {g“}, H=[h, h,]. (2.4.10)
f21 f22 ng
Woéwcezas model ARMA, dla modelu PS opisanego réwnaniami (2.4.9) wyraza si¢
wzorem:
Z,— Pl — P2, =& — 05, — 0.6 ,, (2.4.11)
gdzie:
¢ =T+ T,

¢2 = f12 f21 - f22 1:11’
91 = _(hllgll + h12921)+ ¢1 )
‘92 = _h11(f11911 + f12921)_ hlZ(f21gll + f22921)+ ¢1(¢1 _‘91)+ (152 '

Funkcja gestosci spektralnej dla danego modelu PS ma postac:

f(w)= @+1iHF“M cos wr, (2.4.12)
2r T

gdzie:

M =E(x,,,z] )=FITHT +GA,

K(O0)=HIH" +A,
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cov(x,)=1I, cov(e,)=A.

PRZYKLAD 4
Dana jest funkcja gestosci spektralnej f(w) pewnego stacjonarnego procesu
Z,. Wowczas za pomoca odwrotnej transformaty Fouriera (2.1.8) otrzymujemy

funkcje autokowariancji K(z).

Majac funkcje autokowariancji mozna wyznaczy¢ macierz Hankela (1.3.15)

a nastepnie model PS.

Za pomocg funkcji autokowariancji mozna réwniez wyznaczy¢ wartosci para-
metrow modelu ARMA. W tym celu mozna skorzysta¢ z metody najwigkszej wiary-
godnos$ci z wykorzystaniem algorytmu Newtona-Raphsona oraz algorytmu Marqu-

ardta opisanych w poprzednim rozdziale.

Reasumujac, dla danego modelu ARMA mozna zapisa¢ odpowiedni model PS
oraz funkcje gestosci spektralnej korzystajac tylko ze znanych warto$ci parametrow
autoregresyjnych 1 sredniej ruchomej. Majac dany model ARMA bez dodatkowych

informacji mozna wyznaczy¢ minimalny wymiar przestrzeni stanow.

Dla danego modelu PS, korzystajac z wartosci elementow poszczegdlnych ma-
cierzy, mozna wyznaczy¢ model ARMA (np. (2.4.11)). Posta¢ modelu PS informuje
nas jedynie o mozliwym maksymalnym rze¢dzie autoregresji lub $redniej ruchome;,
nie konkretyzujac z jakim modelem ARMA mamy do czynienia. Taka samg postaé¢
bedzie mial model ARMA(2,2) jak 1 model ARMA(2,1) czy ARMAC(1,2),
ARMA(2,0), ARMA(0,2). Otrzymanie funkcji gestosci spektralnej wymaga dodat-

kowych obliczen.

Przy danej funkcji gestosci spektralnej dodatkowych obliczen wymaga otrzy-
manie funkcji autokowariancji szeregu, a nast¢pnie nalezy uzy¢ estymatorow omo-
wionych w poprzednim rozdziale do uzyskania oceny parametrow modelu ARMA

lub modelu PS.

Na podstawie przeprowadzonej analizy mozna sformutowaé bardzo wazny

whniosek:
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WNIOSEK

Posta¢ modelu PS informuje o maksymalnym rzg¢dzie autoregresji lub $redniej
ruchomej modelu ARMA. Jezeli model PS jest modelem minimalnym, to rzad auto-

regresji lub rzad $redniej ruchomej jest rowny wymiarowi wektora stanu.

2.5 Funkcja najwiekszej wiarygodnosci dla modelu przestrzeni stanow
Niech y oznacza wektor nieznanych hiperparametroéw. Wowczas logarytm

funkcji najwiekszej wiarygodnosci modelu PS jednowymiarowego procesu ma po-

stac®:

T T
log L(\y,af):—%log 27 —Tlogo? —1> log f, —%ZV : (2.5.1)
t=1 * =

gdzie:
E(s,,&)=0o?h,, h, jestskalarem,
E[Xoxg ]: o’P,, macierz P, jest warunkiem poczatkowym filtru Kalmana,
E(v,,v,)=cZf,, v, jest bledem predykcji,
T — liczba obserwacji.

Parametr o/ jest wspolczynnikiem skali, zwykle odpowiadajacym wariancji zakté-

cenia modelu. Rézniczkujac (2.5.1) wzgledem o/ i przyréwnujac do zera otrzymu-

jemy:
;
Y (2.5.2)

Wyrazenie (2.5.2) jest MNW estymatorem o pod warunkiem danych wartoéci y .
Podstawiajac (2.5.2) do (2.5.1) otrzymuje si¢ logarytm funkcji najwigkszej wiary-
godnosci postaci:

.
log L(\y, 03): ~Tlog(27 +1)-1> log f, - % log 52 (). (2.5.3)
t=1

% por. Harvey A. C., (1993) 5.91.
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Nalezy tak dobra¢ parametry, aby zmaksymalizowaé wartos¢ funkcji (2.5.3). Alter-

natywnie funkcje sumy kwadratoéw reszt:
T T V2
Stw)=|TTf X+ (2.5.4)
t=1 t=1 ft

nalezy zminimalizowac.

Jezeli wektor y zawiera¢ bedzie wszystkie elementy macierzy stanu, zaktocen

1 wyj$cia, to wowczas bedzie szacowany model PS. Natomiast jezeli niektore warto-
$ci wyzej wymienionych macierzy beda z gory ustalone (tak jak ma to miejsce we
wzorze (2.2.1)), to wowczas beda szacowane parametry modelu ARMA za pomoca
postaci modelu PS. Nalezy zauwazy¢, ze konieczna liczba hiperparametréw dla
oszacowania parametrOw modelu ARMA jest znacznie mniejsza niz dla oszacowania

petnego modelu PS.



RozbpziAL 1|

Analiza numeryczna ekonomicznych

szeregow czasowych

3.1 Analiza wtasnosci generowanych szeregéw

Analize empiryczng zastosowano do modeli AR(2) i ARMA(2,1). Wybdr mo-
deli podyktowany byt zastosowaniem w analizie szeregdw czasowych reprezentacji
przestrzeni stanéw. Analiza procesu stochastycznego o rzgdzie opdznien jeden, w re-
prezentacji PS nie jest interesujgca. Poniewaz w literaturze najczesciej spotyka si¢
ekonomiczne szeregi czasowe o rzedzie opéznieh dwa', zatem badania przeprowa-

dzone zostaty dla wyzej wymienionych typow modeli.

Do obliczen wykorzystano programy: Microsoft Excel 97, Statistica 5.1 M,
ITSM 4.0 oraz programy napisane przez autorke¢ w jezyku programowania Statistica

Basic, dostgpnego w pakiecie Statistica.

MODELE AR(2)

Wygenerowano modele AR(2):
(1_¢1B _¢2Bz)zt =&y

ze zmieniajagcymi si¢, w obszarze przyczynowosci, wspotczynnikami autoregresyj-

nymi, tzn.:

¢, €(-19,19), ¢, <€[-0908] & ~N(0;1).

! Por. np.: Box, Jenkins (1983), Brockwell, Davis (1996), Hamilton (1994), Priestley (1981),
Wei (1990).
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Parametry zmienialy si¢ skokowo o 0,1. Dla kazdej pary parametréw ¢,, ¢, z obsza-

ru przyczynowosci wygenerowano 500 szeregdéw, ktorych oszacowane, za pomoca

MNK, wspotczynniki autoregresji byly w obszarze 10% wartosci zadanych parame-
trow, tzn. ‘qﬁi —¢fi‘ <01-¢,, 1=12. Tak wygenerowane szeregi wykorzystano do

dalszej analizy. Korzystajac z estymatora opisanego wzorami (1.3.17) dokonano es-
tymacji parametréw modelu przestrzeni stanow. Korzystajac z modelu PS, wyzna-
czono wartosci wspotczynnikéw atoregresyjnych. Zbadano zbiezno$¢ tych wspot-
czynnikow wyznaczonych dwiema ré6znymi metodami. Wyniki dotyczace parametru
¢, przy zalozeniu, ze rdéznice migdzy oszacowaniami dokonanymi za pomocg po-
rownywanych metod nie przekraczaja odpowiednio 10, 20, 30 procent zadanej war-
todci parametru przedstawione zostaly w tabeli 3.1.1 oraz w tabelach 1 i 3 zamiesz-

czonych w dodatku. Analogiczne wyniki w odniesieniu do parametru ¢, zamiesz-

czono w tabeli 3.1.2 oraz w dodatku: tabela 2 i 4.

Pomimo teoretycznej rownowaznosci reprezentacji ARMA oraz reprezentacji
przestrzeni standéw, oceny parametrow autoregresyjnych, otrzymanych za pomoca
modelu AR jak i modelu PS, réznig si¢. Zbiezno$¢ parametrow autoregresyjnych
otrzymanych réznymi metodami zalezy od wartosci poszczegélnych parametrow za-
danych podczas generowania. W przypadku parametru ¢, zbieznos$¢ zalezy gltownie
od wartos$ci tego parametru. Im mniejsza wartos¢ parametru tym mniejsza zbieznosc.

Dla parametru ¢, zbiezno$¢ zalezy nie tylko od samej wartosci tego parametru, ale
rowniez od wartoséci parametru ¢, . Im mniejsze wartosci parametrow ¢, jak i ¢, tym
mniejsza zbieznos¢.

Wyznaczono réwniez wartosci funkcji gestosci spektralnej w oparciu o modele

AR 1 model PS. Przyktadowe wyniki sg przedstawione na rysunku 3.1.1.

Funkcja gestosci spektralnej otrzymana z wykorzystaniem modelu AR jak 1 modelu

PS, dla r6znych szeregéw, zachowuje ten sam charakter.
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Tabela 3.1.1 Udziaty ¢, (rozpigtos¢ 20% zadanej wartosci parametru)

#\¢» [-09|-08]|-07]|-06(-05[-04|-03|-02]|-01|01[02]|03]|04]|05

-1,8 | 100

-1,7 | 100 | 100

-1,6 | 100 [ 100 | 99,8

-1,5 | 100 | 100 | 99,2 | 97,6

-1,4 | 100 [ 100 | 99,8|97,4 | 86,4

-1,3 | 100 | 100 [ 100 [ 96 |86,4|54,6

N
~

-1,2 | 100 [ 100 |99,4196,6 [ 82,2|57,6 32,4

-1,1 | 100 | 100 (98,2 (96,8 |79,2|58,8|2 16,2

5

-1 |[100]100|98,4(958(81,2|60,2]|322(17,8| 11

N
N

-0,9 | 100 | 100 (98,4(93,2| 78 |556|332| 14 [114

w
N

-0,8 [ 100 [99,2)198,2|89,2(776| 56 |314|132( 88 [12,6

-0,7 | 100 99,6 (97,6 (91,4| 73 |50,2|286|16,4| 9,6 | 9,8 | 12

-0,6 [ 100|100 |91,4| 74 [68,8| 56 |298| 12 | 7 9 |11,2]|184

-0,5 | 10099,2| 91 [756(638|414| 27 |116| 56 | 7,4 | 8,6 |18,2|23,8

-0,4 (100 | 96 |90,2|752(552|444|248| 13 |68 |58 | 9 [ 17 |238] 35

-0,3 |98,2191,8(80,2(66,6(448(348| 20 | 10 | 3,4 |46 | 76 | 16 | 25 | 346

-0,2 (90,2|83,4)61,8|496| 32 |248]| 18 [ 68 32| 3 8 |16,4]216| 29

-0,1 |746)61,2(344(266(178]128|104| 5 (16| 2 4 [76111,2(13,2

0,1 |836( 52 [352| 26 |17,4(138(88 |56 |08 |16 28] 78102178

02 (97,4(838|624|474| 35 |248(17,4(10,2| 36|32 | 7,6 |11,8|19,4(27.8

0,3 |94,4(92,4(80,6|58,6|446(314(226| 74|26 | 4 9 |154]21,4]36.8

04 ]99,2(97,2(856)|694| 55 [39,6(236]108| 42|56 |92 |17,8]|22,6(35,6

0,5 | 100 (98,4(878| 84 |59,4|476(252| 14 | 6,2 [11,4|11,4] 18 |314

0,6 | 100 (98,6(93,2|87,2| 63 [456(248]|128| 76 | 8 10 16,2

0,7 | 100 | 97 [93,2|74,6|69,8(56,6(334| 16 | 92 |92 | 88

0,8 |100(99,8(98,8]|90,6|77,6(53,6( 33 |14,2|11,2| 10

0,9 | 100 | 100 (98,6|946| 79 |58,4(318| 16 |11,6

1 100 |99,6199,2| 94 |77,4]58,2| 31 154|112

1,1 |100]99,6]99,4(95,2 (832|554 13,4

31
1,2 | 100 | 100 [98,697,2|84,6 (57,6284

1,3 | 100 | 100 | 100 (97,4 (89,2|57,6

1,4 | 100 | 100 [99,4]92,8 85,2

1,5 | 100 | 100 | 100 | 97,8

1,6 | 100|100 |99,8

1,7 | 100 | 100

1,8 | 100

Zrédlo: Obliczenia wlasne
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Tabela 3.1.2. Udziaty ¢, (rozpigtos¢ 20% zadanej wartosci parametru)

#\g» [-09(-08]|-07|-06]|-05(-04]|-03|-02|-01]|0102|03|04]|05]|06]|07]|08
-1,8 | 100

-1,7 | 100 | 98,6

-1,6 (100 ]| 100 | 86,4

-1,5 | 100|98,4 (85,6 |73,4

-1,4 (100|100 | 98 |81,2|444

-1,5 | 100 | 100 | 99 |87,4|57,2| 21

-1,2 (100|100 | 99,4|94,4| 59 |294| 13

-1,1 | 100| 100 (99,6 |97,2|73,2|372|112| 4.8

-1 |100| 100|100 | 98 (86,4 (494 (164 26 | 1

-0,9 | 100 | 100 (99,6 99,6 (82,2576 192| 42 | 2,2

-0,8 [100]99,8199,41938|946| 75 |292|62| 1 |14

-0,7 | 100 | 100 | 100 |97,8| 91 |80,6|432( 10 | 22| 18 | 4,2

-0,6 (100|100 | 99 |92,4)|87,8|73,8|48,6|158| 36 [180f 32| 9

-0,5 |100|99,8| 98 | 96 |86,6| 65 |456(26,8|28| 2 |42 |132|234

-0,4 (100|100 |95,8|89,8|788| 57 |36,8|21,8|56 | 18 | 44 |154|284| 43

-0,3 | 100|100 | 99 |99,8|74,6|54,2|306| 14 | 68|22 | 8 |17,6(336|554| 70

-0,2 (100100 | 99 |90,4| 75 |47,6|296|116| 3,2 | 2,2 |[104| 25 |43,6]61,8|84,2|87,4
-0,1 |100|99,2| 98 |88,4|66,6 (478|264 (11,2]|28 | 2,4 |12,4|24,2|45,868,8|88,2(90,2|100
0,1 | 100|100 | 95 [916(726| 50 [24,4(106( 32| 2 |11,8| 28 |47,2]|652|89,4|97,6|100
0,2 [100| 100 |92,2| 92 |758|50,4 (242|128 3 9,2 120,41394(604|712( 97
0,3 |100| 100 (98,6 93 (658 (53,4306 (174 9 6,8 120,4]133,6(532| 70

0,4 |100(99,8(99,8| 80 [78,2(57,8(36,2(198(58 | 24| 6,2 | 16 |24,2| 45

05 |100(99,6 (98,8 (97,4 84 (59,2472 30 [26]| 2 1261274

0,6 |100(99,8(99,2(95,2(84,8(66,6(498(152(28| 26| 4 |84

0,7 | 100|100 | 99 [94,4(92,4 (782|412 94| 2 | 1,6

08 |100(99,8(99,8| 98 [856(61,8(292( 76 14| 1,2

0,9 |100| 100 (93,4(97,4(89,6 (58,4196 56 | 2,4

1 100 | 100 (98,4 (96,2 | 78 [444|12,4| 34 | 1,6

1,1 [100|100)99,8|956|71,8|388| 13 | 2,8

1,2 (100|100 )952|852| 63 |284| 8.8

1,3 [100]99,8)|98,8|858|57,4|22.2

1,4 [100]98,6)1984|71,4|44,8

1,5 [100]100|91,8| 76

1,6 |[100]|98,6| 96

1,7 [100| 96

1,8 |100

Zrédlo: Obliczenia wlasne
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s | e AR

Zrédlo: Obliczenia wlasne

Rys. 3.1.1 Teoretyczne funkcje gestosci spektralnej modelu AR i PS

W kolejnym kroku dokonano projekcji w przdd korzystajac z modelu PS. Za-
uwazono, ze dla niektoérych wspotczynnikow ¢, ¢, druga (T + 2) warto$¢ prognozy

jest ekstremum lokalnym. Przyjeto nastgpujace okreslenie.

OKRESLENIE

1. Maksimum lokalne odpowiada temu, ze warto$¢ projekcji w okresie T +2 jest

wigksza niz warto$¢ obserwacji w chwili T,

2. Minimum lokalne implikuje, ze warto$¢ projekcji na dwa okresy w przod bedzie

mniejsza od obecnej wartosci.

Przy tak przyjetym okres§leniu w wielu przypadkach, za pomoca modelu PS popraw-
nie wyznaczono kierunek zmiany wartosci szeregu na dwa okresy w przod. Dla sze-
regdbw generowanych, w 116 kombinacjach zadanych parametrow (na 305), udziat
poprawnych prognoz zmiany kierunku warto$ci szeregu wahat si¢ od 68,6% do

93,6%. Wyniki obliczen przedstawiono w tabeli 3.1.3 oraz tabeli 5 w dodatku. Licz-
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by oznaczajg procentowy udzial poprawnego kierunku w min/max szeregow, zas ob-

szary pokazujg procentowy udzial min/max szeregdw w ogoélnej liczbie szeregow.

Tabela 3.1.3. Procentowy udziat poprawnego kierunku w min/max szeregéw

¢\ |-09|-08(|-07|-06]|-05]|-04]|-03]|-02|-01|01|02(03]|04]|05]06]07]08
-1,8

-1,7 | 100

-16 |63,6| 36 ! udzial > 90%
-1,5 63,9139,7 udziat < 10%
-1,4 73 1393

-1,3 42,4

-1,2 72,31343

-1,1 74,2413

-1 42,7

-0,9 65 | 25,2

-0,8 51,6 29,4

-0,7 72,5(33,6(33,8

-0,6 60,7 | 26,9

-0,5 70,6 | 28,9

-0,4 47,6 126,5

-0,3 7751648 (29,3

-0,2 73,5(70,4(30,5|28,9

-0,1 73 |58,2| 37 |30,4

0,1 68,5(55,7| 50 |47,3|35,8(34,3

0,2 68,2152,1(58,5(39,5|29,8(31,7|37,2

0,3 72,3158,1(658| 40 | 50 [33,3| 38 |405
0,4 70,7(64,1| 80 | 50 | O | 25 [53,3

0,5 715(689(333| 0 0 0

0,6 73 60,7 [ 100

0,7 70,6176,9(66,7| O

0,8 |89,2(838 7541716(100| O 0

0,9 |[66,7(80,1|74,9 72,7(699| 0 0 0

1 100 | 85,3|78,2(74,4|706| 25 [ O 0

1,1 0 [789)689(632| 0 0

1,2 0 |50 | O 0 0 0

13 0 0 0 0 0

1,4 0 0 0 0 0

15 0 0 0 0

1,6 0 0 0

1,7 0 0

1,8 0

Zrédlo: Obliczenia wlasne
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Tabela 3.1.4. Czgstosci i poprawny kierunek zmiany warto$ci szeregu

#\¢ | -09|-08|-07|-06(-05|-04(-03]|-02[-01|01{02|03|04|05]|06]|0,7]|0,8
-1,8
-1,7 q istotne czgstosci Srednie + poprawny kierunek
-1,6 poprawny kierunek by ‘niskie
-15 (714 wysokie

-1,4 72,7 mieszane (N, W)
-1,3 $rednie | |

-1,2 istotne 2 czgstosci

-1,1

-0,6 78
-0,5 78
-0,4 79
-0,3 81
-0,2 77

My
0,4 u\w&\% \\R"L NN

0,5 76,

N\
N

AN
AN

yrrSrs
A
.

a
W e
7
A
Ly
Y
7

VRN
NN

18 Ju*

Zrédlo: Obliczenia wlasne

Mozliwo$¢ prognozowania kierunku zmiany warto$ci procesu na dwa okresy
w przdd jak 1 wyznaczania prognozy na jeden okres zalezy od charakteru procesu.

Do zbadania charakteru procesu postuzono si¢ funkcjg gestosci spektralnej (dalej
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f.g.s.) dla modelu AR. Zbadano jakie czgstosci otrzymuje si¢ dla danych parametréw

modelu AR. Zbidr czestosci podzielono na trzy czgsci w sposdb nastepujacy:
— czestosci niskie w, e[O;%ﬂ),

— czestosci srednie @, e[%;z;% ] (3.1.1)

— Czgstosci wysokie m, E(%ﬂ';ﬂ'].

Jednoczes$nie zbadano istotnos$¢ czestosci maksymalnych wartosci funkcji gestosci
spektralnej, przy 10% poziomie istotnosci statystyki F. Obszar odpowiadajacy para-
metrom AR, dla ktérych czgstosci zwigzane z maksymalng wartos$cia nie byly istotne
sg otoczone grubszg linig. Zauwazono, ze dla pewnych warto$ci parametrow f.g.s.
ma dwa maksima lokalne. Jedno z nich znajduje si¢ w przedziale czestosci niskich
(N), za$ drugie w przedziale czgstosci wysokich (W). Pomimo wystepowania dwoch
maksimow lokalnych, najczesciej tylko jedna z dwu czgstosci byta istotna. W szesciu
przypadkach istotne byly obydwie czesto$ci odpowiadajace maksimom lokalnym.

Wszystkie wyniki przedstawiono w tabeli 3.1.4.

Obszar istotnych czgstosci $rednich oraz obszar poprawnego kierunku zmiany
warto$ci szeregu, przy 98% udziale min/max szeregbw w ogolnej liczbie szeregow
prawie si¢ pokrywa. Liczby oznaczaja procentowy udzial poprawnego kierunku
w min/max szeregoéw. Obszar istotnych warto$ci $rednich (3.1.1) zawiera 95.5% ob-
szaru poprawnego kierunku. Wynik ten pokazuje, ze na podstawie analizy funkcji
gestosci spektralnej jesteSmy w stanie oceni¢ przydatno$¢ modelu PS do przewidy-

wania kierunku zmiany warto$ci szeregu na dwa okresy.

MoODELE ARMA(2,1)
Wygenerowano modele ARMA(2,1):
(1_¢1B _¢2Bz)zt = (1—6B)£t '

ze zmieniajagcymi si¢, w obszarze przyczynowosci, wspotczynnikami autoregresyj-
nymi oraz ze zmieniajacym si¢, w obszarze odwracalnosci wspotczynnikiem $redniej

ruchomej, tzn.:

¢, €(-19,19), ¢, €[-0908], 0<[-0909] & ~N(01).
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Tabela 3.1.5. Obszar wystepowania min/max szeregu dla dowolnego &

#\¢» [-09(-08|-07]|-06|-05|-04[-03]|-02]|-01|01([02]|03]|04]|05

-1,8

-1,7

-1,6

=L {5

-1,4

L)

-1,2

-1,1

-1

-0,9

-0,8

-0,7

-0,6

-0,5

-0,4

018

-0,2

-0,1

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

07

0,8

0,9

1

1,1

1,2

1,3

1,4

15 udziaty min/max > 90% dla pewnego 0

1,6 udzialy min/max > 90% dla kazdego &

1,7

1,8

Zrédlo: Obliczenia wlasne
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Tabela 3.1.6. Obszar wystepowania istotnych czestosci §rednich dla dowolnego 6

#\¢» |-09|-08|-07|-06|-05|-04(-03|-02|-01]|01|02[03]|04|05|06]|07]|08

-1,8

-1,7

=156

=L {5

-14

L)

-1,2

-1,1

-1

-0,9

-0,8

-0,7

-0,6

-0,5

-0,4

-0,3

-0,2

-0,1

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5 istotne czgstosci dla pewnego 6

1,6 istotne czestosci dla kazdego 6

1,7 udziaty min/max > 90% dla kazdego 0

18 L]

Zrédlo: Obliczenia wlasne

Parametry podobnie jak dla modelu AR(2) zmieniaty si¢ skokowo o 0,1. Dla kazde;j

odpowiedniej trojki ¢, ¢,, @ wygenerowano po 250 szeregéw. Nastepnie oszacowa-
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no warto$ci wspotczynnikow ARMA jak i dokonano estymacji parametréw PS. Do-
konano projekcji w przdd korzystajac z modelu PS. Sprawdzono czy dla tego typu
modeli warto$¢ druga (T + 2) prognozy jest dla niektorych wartosci parametrow eks-
tremum lokalnym. Wyniki zamieszczono w dodatku, tabele 6-23. Otrzymane wyniki
wskazuja iz wystgpowanie ekstremum lokalnego zalezy od warto$ci wszystkich pa-
rametréw. W wiekszosci przypadkoéw czeste wystepowanie ekstremum lokalnego ma
miejsce w dwu obszarach, podobnie jak to byto dla modelu AR(2). Probujagc uogol-
ni¢ otrzymane wyniki uzyskano obszar (patrz tabela 3.1.5), w ktorym niezaleznie od
warto§ci  poszczegblnych  parametrow  min/max  szeregdw  wystepuje
w 92,4-100% przypadkoéw. Nalezy przy czym podkresli¢, ze wystepowanie nizszego
od 100% udziatlu min/max szeregu w ogolnej liczbie szeregdéw jest marginalne. Ob-
szar zaznaczony jasniejszym kolorem, a wigc obszar wystepowania duzej iloSci
min/max szeregu dla niektorych 6, wskazuje na réznice obszarow zawierajacych eks-

tremum lokalne szeregu w zaleznosci od konkretnej wartosci 6.

Korzystajac z funkcji gestosci spektralnej zbadano charakter poszczegdlnych
procesow. Zbior czestosci podzielono tak jak w (3.1.1), za$ dla zbadania istotnosci
czegstosci maksymalnych wartos$ci f.g.s. ustalono 10% poziom istotnosci statystyki F.
W tabelach 24-41 dodatku obszar istotnych czestosci $rednich dla danego € zazna-
czono grubg linig. Zestawienie istotnych czgstosci Srednich dla dowolnego 6 przed-
stawiono w tabeli 3.1.6. Wynik pokazuje, ze w przypadku czgstosci takze wystepuje
zalezno$¢ pomigdzy istotnymi czgstosciami srednimi a warto$cig parametru 6, choc
zalezno$¢ ta jest o wiele stabsza niz w przypadku wystepowania ekstremum lokalne-

go szeregul.

Podobnie jak to byto dla modeli AR(2) takze 1 w tym przypadku mozna za-
uwazy¢ iz obszar prawie 100% wystgpowania min/max szeregu w znacznej mierze
pokrywa si¢ z obszarem wystepowania czestosci srednich. W tabeli 3.1.6 grubg linig
zaznaczono obszar, w ktorym bez wzgledu na warto$¢ parametru 6, ekstrema lokal-
ne szeregu maja prawie 100% udzial. Wynik nie jest tak dobry jak dla modelu
AR(2). Wynika to z zestawiania 18 réznych wynikow. Dla poszczegolnych wartosci
parametru € wynik jest o wiele lepszy. W tabelach 24-41 dodatku dla kazdej warto-
$ci € zaznaczono istotne wartosci Srednie oraz odpowiedni obszar duzego udziatu

min/max szeregu. Dla warto$ci parametréw 6 € {0.9, 0.8, ..., 0.5} w obszarze odpo-
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wiadajacym czestosciom $rednim z przedziatu [%72';%72’) prawie nie wystepuja eks-

trema lokalne szeregu. Zatem dla tych wartosci parametru 6 nalezatoby zwigkszy¢

warto$¢ granicy dolnej czestosci srednich, tzn.

— czestosci srednie IT @, € 1%107[;%7[]. (3.1.2)

Dla tak zdefiniowanych czgstosci S$rednich oraz wartosci  parametréw
6=0.9, 0.8, ..., 0.5 obszary istotnych czgstosci srednich i duzego udziatu min/max
szeregu prawie si¢ pokrywaja. W przypadku gdy parametr € przyjmuje jedna
z warto$ci {0.4, 0.3, 0.2, 0.1 -0.1 -0.2, -0.3, —0.4} obydwa obszary czestosci
1 min/max pokrywaja si¢ w zadawalajacym stopniu. Dla  wartosci
0e {— 05 ..., —0.9} mozna zwigkszy¢ warto$¢ granicy gornej czestosci srednich
(3.1.1). Zwigkszy to obszar pokrywania si¢ wartosci $rednich i1 ekstremow lokalnych

szeregu, ale nie wyeliminuje obszaru, dla ktérego czestosci $rednie sg istotne, za$

udzial min/max szeregu w ogo6lnej liczbie szeregdw jest niezadawalajacy.

Zbadano mozliwos$¢ prognozowania kierunku zmiany warto$ci szeregu na dwa
okresy w przod dla modelu ARMA(2,1). Przyj¢to, podobnie jak dla modelu AR(2),
zatozenia 3.1.1. Uzyskane wyniki przedstawiono w tabelach 24-41 dodatku. Liczby
w wyzej wymienionych tabelach oznaczaja procentowy udziat poprawnego kierunku
zmiany wartosci szeregu w ogolnej liczbie min/max szeregu. W obszarze prawie
100% wystepowania ekstremOéw lokalnych zwigzanych z czestoSciami Srednimi
udziat poprawnego kierunku zmiany warto$ci szeregu jest zadawalajacy. W dalszych
rozwazaniach pod uwage wzigto tylko ten obszar wystgpowania ekstremow lokal-
nych, ktory jest zwigzany z czgstosciami Srednimi. Wyniki dla poszczegdlnych war-

tosci parametru sredniej ruchomej modelu ARMA(2,1) przedstawiono w tabeli 3.1.7.

W obszarze, w ktorym udziat min/max szeregu w ogélnej liczbie szeregdéw jest duzy
procentowy udziatl poprawnego kierunku zmiany wartos$ci szeregu na dwa okresy
waha si¢ w granicach 66,0%-94,4%. Natomiast dla wspdlnego obszaru czestosci
srednich kierunek zmiany wartosci szeregu prognozuje si¢ poprawnie w 50,0%-
100%. Wartosci skrajne, dla @ dodatniego, wynikajg z faktu iz w cz¢$ci obszaru cze-
stosci $rednich udziat ekstreméw lokalnych w ogolnej liczbie szeregdw jest maty.

Jest tak szczegolnie dla 8 > 0,4. Mozna wowczas zastosowaé czestosci $rednie II.
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Tabela 3.1.7. Procentowy udziatl poprawnego kierunku w min/max szeregu

obs%ar duzego udZiah‘ ckstre- obszar czgstosci $rednich WSP Olny obszar’ .

0 mow lokalnych (1’1’111]/ max) Wspo]nych czestosci

pojedynczego wspolnego pojedynczego wspolnego i wspolnych min/max
-0,9 69,6-94,4 69,6-94,4 63,9-94,4 63,9-94,4 74,4-94,4
-0,8 69,2-92,4 69,2-92,4 68,2-92,4 68,2-92,4 72,8-92,4
-0,7 67,2-92,8 71,2-92,8 72,0-92,8 72,0-92,8 72,0-92,8
-0,6 69,8-93,2 73,2-93,2 73,2-93,2 73,2-93,2 73,2-93,2
-0,5 70,4-94,4 70,4-94,4 70,4-94,4 70,4-94,4 70,4-94,4
-0,4 69,6-93,6 69,6-93,6 69,6-93,6 69,6-93,6 69,6-93,6
-0,3 69,6-93,6 69,6-93,6 69,6-93,6 69,6-93,6 69,6-93,6
-0,2 68,8-93,2 68,8-93,2 69,6-93,2 69,6-93,2 69,6-93,2
-0,1 68,4-92,8 68,4-92,8 68,8-92,9 68,8-92,9 68,8-92,8
0,1 68,4-93,6 68,4-93,6 68,4-100 68,4-100 68,4-93,6
0,2 68,0-93,2 68,0-93,2 69,2-100 69,2-100 69,2-93,2
0,3 66,0-92,8 66,0-92,8 50,0-92,8 50,0-92,8 68,8-92,4
0,4 66,8-94,0 66,8-94,0 67,6-100 67,6-100 67,6-94,0
0,5 67,2-94,0 67,2-94,0 67,4-94,0* 58,3-100 67,4-94,0
0,6 67,2-94,0 67,2-94,0 68,4-94,0* 50,0-100 68,4-94,0
0,7 66,8-93,6 66,8-93,6 68,6-93,6* 68,6-100 68,6-93,6
0,8 67,2-92,4 67,2-92,4 68,9-92,4* 68,9-100 68,9-92,4
0,9 67,2-92,0 67,2-92,0 68,5-92,0* 68,5-100 68,5-92,0

* zastosowano czestosci srednie IT (3.1.2)
Zrodto: Obliczenia wlasne

Dla pozostatych dodatnich wartosci € zastosowanie czgstosci srednich II wigze sig
z zbyt duzym okrojeniem obszaru w ktérym wystepuja ekstrema lokalne w zadawa-
lajacej ilosci. Uogoblniajac, dla € >0 lub 6 <-0,6 nalezy pod uwage wziaé czgs¢
wspolng obszaru istotnych czestosci Srednich oraz obszaru wystepowania ekstremow
lokalnych, za$ dla pozostatych warto$ci € wystarczy zastosowaé jeden z wyzej wy-
mienionych obszarow. Jezeli warto$¢ parametru $redniej ruchomej jest nieznana, to
nalezy pod uwage wzia¢ iloczyn wspolnego obszaru czgstosci 1 wspolnego obszaru

min/max szeregu.

Dla modelow typu ARMA(2,1), podobnie jak dla modelow AR, wyznaczono
wartos$ci funkcji gestosci spektralnej w oparciu 0 modele ARMA i model PS. Przy-
ktadowe wyniki sg przedstawione na rysunku 3.1.2. Warto$ci funkcja gestosci spek-
tralnej otrzymana z wykorzystaniem modelu ARMA jak i modelu PS nie sg iden-
tyczne ale zachowuja ten sam charakter. Oznacza to, ze wnioski wyciggnigte na pod-
stawie f.g.s. ktoregokolwiek modelu, ARMA czy PS, beda bardzo zblizone lub iden-
tyczne.




Analiza numeryczna ekonomicznych szeregow czasowych 73

....... ARMA PS -------ARMA PS
\
N

------- ARMA PS -------ARMA PS

Zrédlo: Obliczenia wlasne

Rys. 3.1.2 Teoretyczne funkcje gestosci spektralnej modelu ARMA i1 PS

3.2 Zastosowanie réznych reprezentacji do modelowania
i prognozowania danych finansowych

PRZYKLAD 1

Do analizy empirycznej wykorzystano notowania gietdowe, na rynku podsta-

wowym WGPW dwu spoétek publicznych: Amerbanku oraz Farm Foodu.

Amerbank jest spotka z branzy bankowej, dziala gtownie w sektorze $rednich
1 duzych przedsigbiorstw. Pierwsze notowanie akcji na WGPW mialo miejsce
9.07.1994 roku. W latach 1995-98 zysk netto firmy rost. Inwestorem strategicznym
firmy jest niemiecki DG Bank. W analizie wykorzystano 126 obserwacji z drugiego

potrocza 1999 roku.

Farm Food to spotka z branzy przemyshu spozywczego produkujaca migso i je-
go przetwory. Pierwsze notowanie walorow spotki na WGPW odbyto si¢ 13.10.1995
roku. Inwestorem strategicznym spotki jest Szwedzki Zwigzek Farmerow. Zysk netto
firmy w latach 1995-98 spadt z 11373.4 do 1112. Do analizy wykorzystano 123 ob-

serwacje z pierwszego potrocza 1999 roku.
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Analiza funkcji autokorelacji oraz funkcji autokorelacji czastkowej, dla obu
firm, wskazywata na model niestacjonarny. Do wyznaczenia stopnia integracji wyko-
rzystano test Dickeya-Fullera (DF), rozszerzony test DF (ADF) oraz statystyke Dur-
bina-Watsona (DW). Wyniki przedstawione zostaly w tabeli 3.2.1.

Tabela 3.2.1. Badanie stopnia integracji

DF DW ADF (k=1) DW
pierwsze roznice -0,40247 2,655465 -0,42875 2,152113
Amerbank —
drugie roznice -15,65100 2,436278 | -11,37440 2,022058
pierwsze roznice 0,34981 1,661846 0,23459 1,919082
Farm Food —
drugie réznice -9,22917 1,713995 -8,91944 2,060137

Zrédlo: Obliczenia wlasne

Zatem obydwa szeregi sa zintegrowane w stopniu pierwszym. Za pomoca funkcji au-
tokorelacji, funkcji autokorelacji czastkowej oraz kryterium informacynego BIC
ustalono, ze po wyeliminowaniu trendu stochastycznego szereg roznic jest modelem
autoregresyjnym rzgdu drugiego. Stad, na mocy twierdzenia 2.2.2, minimalny wy-
miar PS wynosi rowniez dwa. Dla pierwszych roéznic oszacowano niezaleznie model
ARIMA(2,1,0) oraz model PS. Parametry modelu ARMA szacowano metoda naj-
wigkszej wiarygodnos$ci, za$ parametry modelu PS otrzymano za pomoca estymatora

realizacji stochastycznych.
Niech Az, =n,. Otrzymano nast¢pujace modele empiryczne:
» dla Amerbanku:

ARMA(2,0): n, =-0,41217,,-0,23397,, +&,, (3.2.1)

(0,0883) (0,08869

R? =0,160767 DW =2,025096 S_ =0,890945.

0,18628  0,37952 1156
PS: Xy = X, + & (3.2.2)
-0,37952  -1,02247 -1354

n =[-0,5598 0,0637]-x, +&, A=0,120723

R?=0,454037 DW =1,599465 S, =0,934853.
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Warto$ci wlasne macierzy F: A4, =0,0522 A, =-0,888.

Odpowiednio model PS dla modelu ARMA (3.2.1) ma postac:

0 1 —-0,2339
Xy = X+ &
-0,4121 -0,2339 -0,3574

ne=[0 1]-x +&,
za$ model ARMA dla modelu PS (3.2.2) mozna zapisac:
n, =—0,8362n,, +0,04647, , +¢&, —1,5696¢, , +0,8871¢g,, .
> dla Farm Foodu:

ARMA(2,0): n, =0,20967n,, -0,23987n,, + &,

(0,08902 (0,08839
R? =0,086264 DW =2,060724 S, =0,403292.

0,653538 -0,751117 0,2369
PS: X, = X, + Eps
0,751117 -0,091322 0,0021
n. =[0,09087 0,194545]-x, +&,, A=0,00228,

R? =0,043093 DW =1,946328 S, =0,405673.

(3.2.3)

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.2.6)

Wartosci wtasne macierzy F: A (= 0,2811+0,65228, za$ modut liczby zespo-

lonej wynosi 0,71.

Model PS dla modelu opisanego réwnaniem (3.2.5) mozna zapisa¢ w postaci:

0 1 0,2097
Xig = X+ Ets
-0,2398 0,20967 -,19584

= [O 1]'Xt T &
za$ model ARMA dla modelu PS (3.2.6) dany jest rOwnaniem:

n, = 05622, —05045, , + &, +0,5841e,, —0,4437¢,., .

(3.2.7)

(3.2.7)

Warto$ci parametréw autoregresyjnych modelu ARMA w réwnaniach (3.2.1)

1(3.2.4), a takze (3.2.5) 1 (3.2.7) r6znig si¢ w znaczacym stopniu. Wynik ten nie za-

skakuje, gdyz dla takich warto$ci parametréw autoregresyjnych modelu ARMA od-
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powiednie warto$ci parametréw autoregresyjnych otrzymanych poprzez model PS
rzadko sg zblizone do warto$ci otrzymanych dla modelu ARMA. Zbiezno$¢ parame-
trow autoregresji dla tego typu proceséw zachodzi tylko w 10,2%-21,8% przypad-
kow. Reszty modeli (3.2.1) oraz (3.2.3) nie majg wiasnosci ARCH. Modele PS sa
stabilne 1 maja minimalny wymiar. Dla réznic cen akcji Amerbanku wspotczynnik
determinacji jest wickszy dla modelu PS niz dla modelu AR. Natomiast statystyka
Durbina-Watsona jest blizsza liczbie 2 dla modelu AR. Warto$¢ odchylenia standar-
dowego skatadnika resztowego obydwu modeli ((3.2.1) oraz (3.2.2.)) jest poréwny-
walne. W przypadku réznic cen akcji Farm Foodu warto$ci parametrow struktury

stochastycznej obu modeli przyjmuja zblizone wartosci.

3.5 -
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/
2 y
’ o~
2 7
1,5 pd
1 - j//

e
05 l——

0

——AR —PS
Rys.3.2.1. Teoretyczne funkcje gestosci spektralnej modelu AR oraz modelu PS dla

Amerbanku
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Rys.3.2.2. Periodogram oraz wygtadzony periodogram (M=13) dla Amerbanku
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Do analizy widmowej obydwu szeregdw zastosowano: teoretyczng funkcje ge-
stosci spektralnej modelu AR, teoretyczng f.g.s. modelu PS oraz periodogram. Do
wygladzenia periodogramu zastosowano okna: Bartletta i Parzena. Otrzymane wyni-

Ki przedstawiono na rysunkach 3.2.1 — 3.2.6.

25 1 = \
/
15 ~ 7
1 - /
TS

——AR —PS Parzen Bartlett
Rys.3.2.3. Teoretyczne funkcje gestosci spektralnej oraz wygladzony periodogram
(M=25) dla Amerbanku
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Rys.3.2.4. Teoretyczne funkcje gestosci spektralnej modelu AR oraz modelu PS dla
Farm Foodu

Zadna z warto$¢ periodogramu nie jest istotna. Okno Parzena, ktére ma najwicksza
szeroko$¢ a zatem najmniejszg wariancje¢ 1 najwigksze obcigzenie najstabiej wygla-

dza periodogram. Natomiast okno Bartletta, ktore jest drugie co do szerokosci, ma
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zatem wigkszg troche wariancj¢ ale mniejsze obcigzenie najlepiej wygtadza periodo-
gram. Teoretyczne f.g.s. maja zblizony ksztatt cho¢ r6znig si¢ wartoscig czgstosci dla
ktorej f.g.s. osigga maksimum. Ekstremum f.g.s. dla modelu AR wskazuje na skumu-
lowanie si¢ duzych wartosci periodogramu, za$ ekstremum f.g.s dla modelu PS jest

blizej czestosci, dla ktorej periodogram uzyskuje maksimum.

—— Periodog —— Parzen —— Bartlett

Rys.3.2.5. Periodogram oraz wygtadzony periodogram (M=13) dla Farm Foodu
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Rys.3.2.6. Teoretyczne funkcje gestosci spektralnej oraz wygladzony periodogram
(M=25) dla Farm Foodu

Podobnie jak dla Anerbanku analiza widmowa szeregu Farm Foodu nie wskazuje na
okresowos¢. Rowniez w tym przypadku f.g.s. dla modelu PS jest blizsza wykrycia
czestosci, dla ktérej periodogram przyjmuje maksymalng warto§¢. Brak udziatu

istotnych czestosci dla modeli ARMA opisanych réwnaniami (3.2.1), (3.2.5) po-
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twierdzony jest wynikami zamieszczonymi w tabeli 3.1.4. Dla wspotczynnikow au-
toregresji modeli opisanych réwnaniami (3.2.1) 1 (3.2.5) warto§¢ maksymalna f.g.s.
ma nie jest istotna. Pomimo, iz wspotczynniki autoregresji oraz analiza widnowa
wskazuja na matg przydatno$¢ modelu PS do przewidywania kierunku zmian warto-
$ci szeregu roznic, to w obydwu przypadkach za pomoca modelu PS prawidlowo
przewidziano zmiang warto$ci szeregu roznic’. Dla oszacowanych modeli (3.2.1)—
(3.2.4) obliczono warto$ci prognozy. Wyniki zamieszczone sg w tabelach 3.2.2-
3.2.3.

Tabela 3.2.2. Wartosci prognozy ceny akcji Amerbanku

Okres Sredni btad predykcji Wzgledny btad $redni
progno- | Warto$¢ rze- | Wartos¢ prognozy ex post predykcji ex post
zovx_/?nla czywista OA_yT \;T

ARIMA PS ARIMA PS ARIMA PS
1 30,2 30,18 29,83 | 0,021870 | 0,370830 0,000724 0,012279
2 29,6 30,34 29,93 | 0,522544 | 0,348944 0,017654 0,011789
3 28,0 30,23 29,84 | 1,356806 | 1,098212 0,048457 0,039222
4 30,0 30,24 29,92 1,181024 | 0,952016 0,039367 0,031734
5 30,7 30,26 29,85 | 1,074502 | 0,933277 0,035000 0,030400
6 30,0 30,25 29,91 | 0,986147 | 0,852793 0,032872 0,028426
7 30,0 30,25 29,85 | 0,917813 | 0,791493 0,030594 0,026383
8 30,0 30,25 29,90 | 0,863123 | 0,741190 0,028771 0,024706
9 30,0 30,25 29,86 | 0,818100 | 0,700399 0,027268 0,023347
10 30,0 30,25 29,90 | 0,780069 | 0,665258 0,026002 0,022175

Zrédlo: Obliczenia wlasne

Dla ceny akcji Amerbanku wzgledny blad $redni predykcji modelu PS wynosi
1,2%-3,9%, za$ modelu ARIMA 0,07%—4,8%. Zatem jako$¢ prognozy obydwu mo-
deli nie jest zadawalajqca?’. Wyjatek stanowi prognoza na pierwszy okres modelu
ARIMA. Wartos$ci prognozy modelu PS sg niedoszacowane (z wyjatkiem 2 1 3 okre-

su), za§ modelu ARIMA s3 przeszacowane.

? Biorac pod uwage wyniki symulacji zamieszczone w tabeli 3 nalezy zauwazyé, ze obszar zwia-
zany z otrzymanymi parametrami jest obszarem granicznym pomi¢dzy przydatnoscig modelu PS do
przewidywan zmiany kierunku a jej brakiem.

¥ Uzyskane wartoéci wzgledne bledu predykcji ex post bytyby satysfakcjonujace w przypadku in-
nych proceséw ekonomicznych. W przypadku stép zwrotu z akcji na WGPW, dla ktérych obszar
zmiennosci wynosi (-10%;+10%), 4,8% btad predykcji jest w istocie znacznie wigkszy.
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Tabela 3.2.3. Wartosci prognozy ceny akcji Farm Food

Okres Sredni blad predykcji Wzgledny btad $redni
progno- Warto$¢ | Wartos$¢ prognozy ex post predykcji ex post
zovx_/lgnla rzeczywista 5yT \;T

ARIMA PS ARIMA PS ARIMA PS
1 15,2 14,43 14,50 0,774937 | 0,695792 0,050983 0,045776
2 14,9 14,39 14,46 0,657786 | 0,583589 0,044147 0,039167
3 14,9 14,40 14,43 0,611111 | 0,549215 0,041014 0,036860
4 14,5 14,41 14,43 0,531296 | 0,476749 0,036641 0,032879
5 14,9 14,41 14,45 0,523924 | 0,470766 0,035163 0,031595
6 14,4 14,40 14,46 0,478277 | 0,430464 0,033214 0,029893
7 14,5 14,40 14,45 0,444304 | 0,398896 0,030642 0,027510
8 14,1 14,40 14,45 0,429268 | 0,392918 0,030445 0,027867
9 13,9 14,40 14,45 0,438215 | 0,412945 0,031526 0,029708
10 14,0 14,40 14,45 0,434918 | 0,416832 0,031066 0,029774

Zrédlo: Obliczenia wlasne

Dla ceny akcji Farm Food wzgledny blad $redni predykcji modelu PS wynosi
2,7%-4,5%, za$ modelu ARIMA 3%—5%. Jakos$¢ prognozy obydwu modeli nie jest
zadawalajaca. W krotkim okresie wartosci prognoz modeli PS i ARIMA s3 niedo-
szacowane, za§ w dluzszym warto$ci prognoz obydwu modeli przeszacowywuja

wartosci rzeczywiste.

Do prognozy kierunku zmiany wartosci szeregdéw roznic mozna zastosowac

model PS, natomiast do predykcji zaden z modeli nie jest wystarczajaco dobry.

PRZYKLAD 2

Do analizy empirycznej wykorzystano produkcje sprzedang przemyshu w ce-
nach statych. Zebrane dane s3 danymi miesiecznymi z okresu 1.1991-VI111.1999.
Wstepna analiza wskazywata na sezonowo$¢ danych zatem korzystajagc z metody
Census 1 oczyszczono szereg danych z sezonowosci. Nastepnie zbadano istnienie

trendu stochastycznego. Otrzymano nastepujace wyniki statystyk DF oraz DW:

— dla pierwszych roznic: DF =0.694054, DW =2.648948,
— dla drugich réznic: DF =-14.80345, DW =2.154132.

Stad oczyszczony z sezonowosci szereg jest zintegrowany w stopniu pierwszym. Na-

stepnie dla szeregu rdznic wyznaczono rzad autoregresji oraz rzad $redniej ruchome;.
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Tabela 3.2.4. Wyniki estymacji modeli ARMA

) q 0 1 2 3
934,723 934,597 934,485
0 931,149 928,400 925,909*
935,149 936,246 936,083 933,739
1 931,611 930,246* 927,812* 922,775
934,121 930,937 911,881 930,050
2 927,859* 921,816 898,891 926,305*
926,511 916,489 915,021 916,479
3 916,904 901,522* 900,952* 898,589

gorna liczba prezentuje wartos¢ BIC
dolna liczba prezentuje wartos¢ —21InL
* model z nieistotnymi parametrami

Zrédlo: Obliczenia wlasne

Kryterium BIC typuje model ARMA(2,2) natomiast funkcja wiarygodnosci
model ARMA(3,3). Wartos¢ funkcji wiarygodnos$ci dla modelu ARMA(2,2) niewiele
odbiega od wartosci funkcji wiarygodnosci dla modelu ARMA(3,3). Test LR wska-
zuje na wybor modelu ARMA(2,2). Oszacowano wartosci parametrow modelu

ARMA oraz modelu PS. Niech Az, =mn,. Wowczas model ARMA ma posta¢

n.=-1112n,,-0954n, + ¢ +0,906¢ , +0,833¢,,, Az, =7,

(0,0454) (0,046 (0,123 (0,072

za$ model PS opisany jest rOwnaniami:

-1,01832 -0,9815 -18,2629
4l X+ Eth
0,981497 0,000205 6,053733

n =[-0,40185 13,53486]-x, +¢,, A=-2,03909,

gdzie macierz Hankela ma posta¢

_[-183,031 -10,8786
1-10,8786 1873576

Wartosci wlasne macierzy F: ﬂ% =—0,509055 + 0,839043i , zas§ modut liczby zespo-
lonej wynosi 0,98139.

Wartosci parametrow struktury stochastycznej obu modeli przedstawiono w tabeli

3.2.5.
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Tabela 3.2.5 Ocena parametrow struktury stochastycznej rozwazanych modeli

Model S, V, R? staty stykaDW
ARMA(2,2) 21,20647 3,539697 0,323373 2,108112
PS 22,56619 3,766656 0,489929 2,749604

Zrédlo: Obliczenia wlasne

Wspoétczynnik determinacji modelu PS jest znacznie wigkszy niz dla modelu
ARMA. Btad standardowy reszt oraz wspotczynnik zmiennosci losowej sg porow-
nywalne dla obydwu modeli. Natomiast statystyka DW wskazuje na autokorelacje
reszt w przypadku modelu PS.

Wyznaczono wartosci prognozy na 1, 2 oraz 3 okresy w przéd. Otrzymane wy-

niki zamieszczono w tabeli 3.2.6.

Tabela 3.2.6. Warto$ci prognozy produkcji sprzedanej przemystu w cenach statych

Okres Sredni blad predykcji Wzgledny btad $redni
progno- Wartos¢ | Wartos¢ prognozy ex post predykcji ex post
zomq?ma rzeczywista 6-yT \;T

ARIMA PS ARIMA PS ARIMA PS
1 802,72 814,25 | 821,97 11,5233 19,2448 0,0144 0,0240
2 798,80 789,91 | 768,30 10,2911 25,5036 0,0129 0,0319
3 847,49 806,67 | 808,32 25,0206 30,7407 0,0295 0,0363

Zrédlo: Obliczenia wlasne

Wzgledny btad $redni predykeji modelu PS wynosi 2,4%-3,6%, za§ modelu
ARIMA 1,4%-2.9%. Zatem jako$¢ obydwu prognoz jest zadawalajaca. Przy progno-
zie na 1 okres warto$ci prognoz obydwu modeli sg przeszacowane, za§ w pozosta-

tych przypadkach sg niedoszacowane.

Do predykcji moga by¢é wykorzystane obydwa modele, przy czym lepszym
modelem jest model ARIMA.

Reasumujac otrzymane wyniki mozna wyciggna¢ wniosek, ze w modelu PS

czesciej niz w modelu ARMA wystepuje autokorelacja reszt.
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3.3 Wnioski

1. Zbieznos$¢ ocen parametréw modelu AR oszacowanych r6znymi metodami esty-

macji zalezy od wartosci tych parametrow.

2. Model PS moze by¢ wykorzystany do przewidywania kierunku zmiany warto$ci
procesu na dwa okresy w przod, przy czym dla modelu AR dotyczy to zwtaszcza

przedziatu czgstosci $rednich [% ﬂ;%n]. Dla modelu ARMA nalezy pamigtac, iz

obszar wyznaczony przez wartosci parametrow dla ktorego wystepuja ekstrema
lokalne w (T + 2) okresie, sa dla r6znych warto$ci parametréw $redniej ruchome;j
rézne. Zatem aby stwierdzi¢ przydatnos¢ otrzymanego modelu ARMA(2,1) do
przewidywania kierunku zmiany wartosci procesu na dwa okresy w przdd nalezy
wzig¢ pod uwage obszar wspdlny czestosci srednich i1 obszaru wystepowania

min/max dla danej wartos$ci 6.

3. Wartosci teoretycznej funkceji gestosci spektralnej modelu PS sg zblizone do war-
tosci teoretycznej f.g.s modelu ARMA. Kierujac si¢ niezaleznie wartosciami
f.g.s. modelu ARMA czy modelu PS otrzymuje si¢ te same wnioski, co potwier-

dza réwnowazno$¢ analizowanych reprezentacji.



ZAKONCZENIE

Celem pracy byla teoretyczna i empiryczna analiza zwigzkow pomigdzy po-
szczegblnymi reprezentacjami oraz ocena ich przydatnos$ci w analizach ekonomicz-
nych. Wykazana zostata matematyczna réwnowazno$¢ poszczegdlnych reprezenta-
cji. Najbardziej uniwersalna okazata si¢ reprezentacja przestrzeni stanow, gdyz nie
narzuca badaczowi koniecznos$ci wczesniejszej identyfikacji rzedow opdznien AR
i MA. Funkcja autokowariancji petni bardzo wazng role, gdyz za pomoca kazdej
z reprezentacji mozna otrzymac funkcje autokowariancji, natomiast za pomoca funk-
cji autokowariancji mozna wyznaczy¢ kazda reprezentacje. Teoretyczna rownowaz-
no$¢ zostala poddana empirycznej weryfikacji. W badaniach empirycznych rozne
reprezentacje dawaly czasem rdzne wyniki. Byto to widoczne szczegdlnie przy ba-
daniu zbiezno$ci parametrow autoregresyjnych otrzymywanych réznymi metodami
estymacji. Zbiezno$¢ parametrow zalezata od ich poziomu. Przypadek ten nie prze-
czy rbwnowaznos$ci reprezentacji, a jedynie zwraca uwage na efektywnos$¢ wykorzy-

stywanych estymatoréw. Problem ten jednak wykracza poza ramy niniejszej pracy.

Oprocz rownowaznosci modeli pokazano mozliwos$¢ wykorzystania modelu PS
do prognozowania kierunku zmiany wartosci szeregu na dwa okresy w przod. Zba-
dano réwniez dla jakich podzbiorow parametrow modelu ARMA, czy tez wartosci
czgstosci mozna poprzez model PS poprawnie przewidzie¢ zmiang warto$ci szeregu.
Jednoczesna analiza wszystkich trzech reprezentacji daje petniejszy obraz badanego

szeregu, a co za tym idzie pozwala na uzyskanie lepszych wynikow.

Prognozy w oparciu o model ARMA formulowane sg na krotki okres, zatem
moga informowac o skali odchylen od dlugookresowej $ciezki rozwoju. W zalezno-
sci od stopnia agregacji szeregdw czasowych moga by¢ takze podstawag korekty

prognoz $rednio 1 dlugookresowych. Prognozy krotkookresowe powtarzajace sie



Zakonczenie 85

w kolejnych jednostkach czasu moga by¢ sygnalem ostrzegawczym dla prognoz

$rednio i dtugookresowym.

Zasadnicze spostrzezenia wyptywajace z badan przeprowadzonych w niniej-

szej pracy mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacych wnioskow:

1.

Za pomoca kazdej z reprezentacji mozna otrzymaé funkcje¢ autokowariancji, na-
tomiast za pomoca funkcji autokowariancji mozna wyznaczy¢ kazda z reprezenta-
cji.

Posta¢ modelu PS informuje o maksymalnym rze¢dzie autoregresji lub S$redniej

ruchomej modelu ARMA. Jezeli model PS jest modelem minimalnym, to rzad au-

toregresji lub rzad $redniej ruchome;j jest rtowny wymiarowi wektora stanu.

Zbieznos¢ ocen parametrow modelu AR oszacowanych r6znymi metodami esty-

macji zalezy od wartosci tych parametrow.

Model PS moze by¢ wykorzystany do przewidywania kierunku zmiany wartosci
procesu na dwa okresy w przdd, przy czym dla modelu AR dotyczy to zwlaszcza

przedziatu czestosci $rednich [%71’;%71’]. Dla modelu ARMA nalezy pamigtac, iz

obszar wyznaczony przez wartosci parametréw, dla ktorego wystepuja ekstrema
lokalne w (T + 2) okresie sg dla roznych warto$ci parametrow $redniej ruchome;j
rozne. Zatem, aby stwierdzi¢ przydatno$¢ otrzymanego modelu ARMA(2,1) do
przewidywania kierunku zmiany wartos$ci procesu na dwa okresy w przdd nalezy
wzig¢ obszar wspolny czegstosci Srednich 1 obszaru wystegpowania min/max dla

danej wartosci 6.

Wartosci teoretycznej funkcji gestosci spektralnej modelu PS sg zblizone do war-
tosci teoretycznej f.g.s modelu ARMA. Kierujac si¢ niezaleznie warto$ciami f.g.s.
modelu ARMA czy modelu PS otrzymuje si¢ te same wnioski, co potwierdza

rownowaznos¢ analizowanych reprezentacji.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze prezentowana praca nie wyczerpuje wszystkich

mozliwosci zastosowania modelu przestrzeni standéw. Wykraczajac poza reprezenta-

cj¢ jednowymiarowych szeregdw czasowych ciggle niezbadane pozostajg takie ob-

szary zastosowan modelu przestrzeni stanow jak: modele nieliniowe, modele wielo-

réwnaniowe, modele proceséw niestacjonarnych, modele ARCH oraz wiele innych.

Naturalnym rozszerzeniem zakresu badan moze takze by¢ analiza réwnowaznosci
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omawianych w pracy reprezentacji dla przypadku wieloréwnaniowych procesow

stochastycznych.



DODATEK

W tabelach 1-4 zamieszczone zostaly wyniki badania zbieznosci parametrow
autoregresyjnych otrzymanych za pomocag KMNK oraz modelu PS dla modeli typu
AR. Liczby oznaczaja procentowe udzialy zbiezno$ci parametrow autoregresyjnych,

za$ pozostate oznaczenia sg nastepujgce:

» wytluszczenie — liczby z przedzialu [O; 25),
» kursywa — liczby z przedziatu [25; 50),

» podkreslenie — liczby z przedziatu [50; 75) :
> normalny — liczby z przedziatu [75;100].

Tabela 5, to procentowy udziat poprawnego kierunku zmiany wartosci szeregu
w min/max szeregu dla modelu ARMA. Liczby oznaczaja procent poprawnej pro-

gnozy. Obszary wystepowanie min/max.

W tabelach 6-23 zamieszczone sa wyniki badania procentowego udziatu
min/max w ogodlnej liczbie szeregbw ARMA. Liczby oznaczaja procentowy udzial

min/max w odolnej liczbie szeregow, zas obszary wyrdzniajg skrajne przypadki.

Tabele 24-41 zawieraja wyniki procentowego udzial poprawnego kierunku
zmiany warto$ci szeregu w ogolnej liczbie ekstreméw lokalnych modelu ARMA
(liczby w tabelach). Obszar zacieniony to obszar wystgpowania ponad 90% ilosci

min/max szeregu dla konkretnego 6, zas pozostale oznaczenia sg nastepujace:
» podkreslony — wspolny obszar ponad 90% udziatlu min/max dla dowolnego 6,
» pogrubiony — wspdlny czestosci srednich (3.1.1) dla dowolnego 6,

» otoczony grubg linig — obszar czgstosci Srednich dla konkretnego 6.
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