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WSTEP

Niestacjonarne procesy o sredniej zero mogqg by¢ reprezentowane przez
procesy ARMA ze zmiennymi parametrami. Klasa proceséw
autoregresyjnych z losowymi parametrami®? (ozn. RCA) byta po raz
pierwszy opisana w monografii Nichollsa i Quinna (1982). Przedmiotem
zainteresowan sg modele autoregresyjne rzedu pierwszego z losowym
parametrem, tzn. modele postaci:

Yo = BYa + &
gdzie £ ~ NID(0, o, ).
Mozna wyrdzni¢ dwa przypadki:
1. jezeli p, :exp(at), gdzie «, jest stacjonarnym procesem takim, ze

at~NID(m, aa), to mamy proces typu STUR (por. Leybourne,

McCabe, Tremayne (1996), Leybourne, McCabe, Mills (1996), Grager,
Swanson (1997), Osinska (2004)),

2. jezeli p, ~ IID(p, aﬁ), to wéwczas mamy do czynienia z modelem
RCA(1) (por. Leybourne, McCabe, Tremayne (1996)).
Powstaje pytanie: jakie wtasnosci posiada model AR(1) ze zmiennym

parametrem, jezeli parametr opisany jest przez model AR(p)? W literaturze
ekonometrycznej tego typu modele nie byty jak dotad przedmiotem badan.

"Praca przygotowana w ramach projektu badawczego nr 2-H02B-015-25
finansowanego przez Komitet Badan Naukowych.
% Ang. random coefficient autoregressive model.



Celem referatu jest przedstawienie procesu RCA(1, p), jego wtasnosci,
przyktadowych realizacji oraz poréwnanie z innymi klasami modeli.

Przedmiotem badan sg procesy autoregresyjne rzedu pierwszego ze
zmiennym parametrem, przy czym parametr jest opisany przez model AR
rzedu p. Proces taki mozna zapisa¢ w postaci ogolnej jako:

Yo =LY +é (1)
Bi=a,p_  +a, b, +...+0(p,b’t_p +1, (2)
gdzie
g ~NID(0,5,), 7, ~ NID(0, 5, ).

W szczegdlinym przypadku, gdy p =0 oraz 7, ~ NID(,u, 0',7), mamy do

czynienia z modelem autoregresyjnym ze zmiennym parametrem rzedu
pierwszego (RCA(1)), ktory jest zaliczany do klasy modeli z niejednorodng
wariancja.

1. MODEL RCA
Niech dany bedzie proces RCA(1,1) opisany réwnaniami
Yo = ﬂt Yo & 3)
:Bt = alﬁt—l + 7, 4)

gdzie
& ~NID(0,5,), 7, ~NID(0, 5, ).

Dokonujgc odpowiednich podstawien, réwnania (3) i (4) mozna zastgpi¢
rébwnaniem:

w ([ =
Ye=é&+ Z(H[zalknt—i—k j]gt—j : ()
il k=0

Wiasnosci procesu autoregresyjnego rzedu pierwszego opisanego
réwnaniem (4) sg nastepujace:

E(,)=0 (6)

2
(o2

var(8,) = ﬁ =0} przy zalozeniu |al| <1 (7)
1



cov(Bf.,)= 0o ®)
zas$ procesu RCA(1,1)

E(y,)=0 (9)
2
var(y, )= % - przy zatoZeniu o, <1 (10)
-0y
COV(ytytfs): 0. (11)

Zatem proces RCA(1,1) charakteryzuje sie zerowg s$rednig, zerowymi
kowariancjami oraz wariancja, ktora jest funkcjg parametru ¢, i wariangiji

sktadnika losowego 7,. tatwo wykazaé¢, ze jesli |o|<1-o, to istnieje
skonczona wariancja procesu Y,. Uogolniajagc dla modelu RCA(1,p),
otrzymujemy:

E(y,)=0 (12)
Var(yt):off(oz1 ,...,ap,aj) (13)
COV(yt Yis ) =0.
Model RCA(1,p) mozna zapisa¢ w postaci modelu przestrzeni stanéw (SS):
X, =Fx,,+Gn,, (14)
Y, =HX, + ¢, (15)
gdzie
B, Qo . o, Q, 1
_ I 0 .. O 0 0
« | A - .
ﬂt—p+1 0 0 .. 1 0 0

Ho=ly, 0 .. 0]

Modelu opisany réwnaniami (14)-(15) jest potaczeniem modelu SS ze
statymi parametrami (réwnanie stanu) oraz modelu SS ze zmiennymi
parametrami (réwnanie wyjscia). Zatem do estymacji parametréw modelu



RCA mozna zastosowa¢ metode najwiekszej  wiarygodnosci
wykorzystujaca filtr Kalmana.

Niech parametr procesu autoregresyjnego rzedu pierwszego bedzie
opisany poprzez proces AR(1) ze statg (Srednia rézna od zera). Wéwczas
proces RCA(1,1) ma postac¢:

Yo = ﬂt Yo & (16)
Bi=ay+a,B, +n, (17)
gdzie
& ~NID(0, 5, ), 7, ~NID(0, 5, ).

Proces RCA(1,1) ze statg, podobnie jak proces RCA(1,1) bez statej, mozna
zapisa¢ w postaci:

o=+ Z(H[Za (00 + 7 )Bet_,- - (18)

i=0 \ k=0

Jezeli |or,|<1, to wiasnosci procesu opisanego réwnaniami (16) i (17) sg

nastepujace:
a
E(p)=-—" (19)
-«
02
var(B,)=—"5 =0, (20)
Yol-af
2
o S
COV(ﬂtﬂts):(l_oaj +a 0'2 (21)
1
zas dla procesu RCA(1,1) ze stata:
E(y,)=0 (22)
02
var(y, )=—=— , przy zatozeniu o, <1, (23)
-0y
Q 5 05 - 2
cov(yt yt_s)= 5, przy zatozeniu o, <1. (24)
l-a, ) 1-0



Zatem proces RCA(1,1) ze stalg ma podobnie wiasnosci jak proces
RCA(1,1) bez statej z wyjatkiem kowariancji, ktéra w tym przypadku jest
funkcjg parametrow «, «, i wariancji sktadnika losowego 7,.

Model RCA(1,p) opisany réwnaniami (16) i (17) mozna zapisa¢ w postaci
modelu przestrzeni stanow (SS):

X, =Fx_, +E+Gn, (25)
Y, = HX, +¢, (26)

gdzie
B o a, .. o, a, a, 1
X B Fo 1 0 .. 0 O - 0 G- 0
B pa 0 0 .. 1 0 0 0

H =[y_, 0 .. 0]

Réznica postaci modelu przestrzeni stanéw, w stosunku do modelu RCA
bez statej, wystepuje tylko w réwnaniu stanu. W przypadku modelu
RCA(1,p) ze statg, nalezy doda¢ w rownaniu (14) jedng macierz.

2. IDENTYFIKACJA WEASNOSCI MODELU RCA ZA POMOCA SYMULACJI

W celu zilustrowania wtasnosci RCA oraz przeprowadzono eksperyment
symulacyjny. Wygenerowano 100 szeregéw po 500 obserwacji kazdy. Dla
kazdego z wygenerowanych szeregéw przeprowadzono analize funkgciji
autokorelacji (ACF) oraz funkcji autokorelacji czastkowej (PACF),
wyznaczono warto$¢ s$rednig, odchylenie standardowe, wspotczynniki
skosnosci, kurtozy oraz wartosci statystyk: Boxa-Ljunga, Engla ARCH, DF,
McLeoda i Li. Wybrane wyniki zawarte sg w tablicach 1-4.

Procesy generujagce dane dla poszczegdlnych przypadkéow majg postaé:
MOoDEL | — AR(1) (27)

Y, =0.5y,, +¢&
gdzie &, ~ NID(0,1),

MOoDEL Il = RCA(1,1) (28)
Yi = :Bt Yia T &
/Bt = 0-3:Bt—1 + 1



gdzie & ~NID(0,1), 7, ~NID(0, o, )

MoDEL Il = RCA(1,2) (29)
Yo = BYei 6
B.=04B_ 0.1, +n,

gdzie & ~NID(0,1), 7, ~ NID(0, o, )

MOoDEL IV — RCA(1,3) (30)
Yo = BYe &
B.=056_,-038_,+0.18_,+n,

gdzie & ~ NID(0,1), 7, ~NID(0, 5, )

Przyktadowe realizacje przedstawiono na rysunku 1i 2.

Rys. 1 Przyktadowe realizacje procesdw (o, =0.6) i ich charakterystyki
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Zrédfo: Opracowanie wiasne



Rys. 2 Przyktadowe realizacje procesow (o, =0.1) i ich charakterystyki
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Zrédito: Opracowanie wlasne

Ponizej

opisowych oraz testow statystycznych.

Tablica 1. Wiasno$ci statystyczne procesow dla o, = 0.6

przedstawiono niektére z uzyskanych wynikow statystyk

Srednia Odchylenie Standardowe
min max $r min max Sr
AR(1) -0,2557 0,2564 0,0047 1,0498 1,2581 1,1483
RCA(1,1) -0,1562 0,1940 0,0084 1,1266 1,9383 1,3150
RCA(1,2) -0,1574 0,1652 -0,0006 1,1399 1,6256 1,3087
RCA(1,3) -0,2183 0,1841 -0,0035 1,2050 1,9144 1,4143
Skosnosé Kurtoza
min max $r min max Sr




AR(1) -0,3061 0,2169 0,0061 2,5616 3,6315 2,9539
RCA(1,1) -1,3593 3,4923 0,0437 2,7211| 58,4964 5,7056
RCA(1,2) -0,9876 1,3257 -0,0270 2,6385| 29,0032 4,5747
RCA(1,3) -1,6010 2,5397 -0,0395 2,9308| 21,5053 6,1708

Zrédfo: Opracowanie wlasne

Tablica 2. Wiasnosci statystyczne procesow dla o, =0.1

Srednia Odchylenie Standardowe
min max ér min max Sr
AR(1) -0,2688 0,2378 0,0024 1,0513 12648 1,1489
RCA(1,1) -0,1344 0,1242 0,0014 0,9161 1,0860 0,9992
RCA(1,2) -0,1393 0,1242 0,0010 0,9227 1,0851 1,0001
RCA(1,3) -0,1395 0,1190 0,0010 0,9111 1,0884 1,0002
Skos$nosé Kurtoza
min max ér min max Sr
AR(1) -0,2577 0,3006 0,0009 2,5613 3,6346 2,0844
RCA(1,1) -0,3191 0,2931 0,0074 2,5452 4,1263 2,9928
RCA(1,2) -0,2964 0,2814 0,0027 2,4900 4,0049 2,9771
RCA(1,3) -0,3115 0,2785 0,0060 2,5121 4,0663 2,9771
Zrédto: Opracowanie wlasne
Tablica 3. Wyniki testow procesow dla o, = 0.6
Test Boxa-Ljunga Engla ARCH test DF McLeoda i Li
es
1 2 3 4 1 2 4 1 4
AR(1)
1,000] 1,000, 1,000/ 1,0000 1,000[ 1,000 0,990, 1,000 1,000, 0,990
RCAUN 4370 0,640 0630 0560 1,000 1,000 0980 1.000 1.000 0,980
RCAML2)| 4 4700 0,190 0.190] 0,180 1,000 1,000 0990 1,000 1,000 0,990
RCAM3) 4410 0,890 0.860] 0,810 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
Liczba oznacza prawdopodobienstwo odrzucenia HO
Zrédfo: Opracowanie wlasne
Tablica 4. Wyniki testow procesow dla o, =0.1
Test Boxa-Ljunga Engla ARCH test DF McLeoda i Li
es 1 [ 2] 3] 4 1 [ 2 | 4 1 4




AR() 1,000[ 1,000 1,000 1,000 0,990 0,980, 0,970 1,0000 0,990 0,970
RCA(11) 0,050] 0,040, 0,020 0,030, 0,020 0,050, 0,070, 1,000 0,020 0,070
RCA(1.2) 0,060] 0,040, 0,020 0,020, 0,020 0,040 0,050, 1,000 0,020 0,050
RCA3) 0,040 0,040 0,050 0,030, 0,000 0,030 0,060 1,000 0,000 0,050

Zrédto: Opracowanie wiasne

Analiza funkcji ACF oraz funkcji PACF oraz przedstawionych powyzej

wynikéw pozwolita na sformutowanie nastepujacych wnioskow:

1.

wartosci wspoétczynnikbw ACF i PACF zalezg od wartosci warianciji
reszt modelu (2) w procesie generujgcym parametr, przy czym dla

wariancji 0'3 =0.01 prawie wszystkie wartosci wspotczynnikéw ACF i
PACF sg statystycznie nieistotne (por. tablica 4),

dla kwadratow realizacji widoczna jest jeszcze wieksza zalezno$é
pomiedzy istotnoscig wartosci wspétczynnikéw ACF i PACF a wartoscig
wariancji resztowej. Wyzsza warto$¢ wariancji sktadnika losowego z
réwnania (2), to wystepowanie efektu ARCH, nieliniowo$é procesu?®,
podwyzszona kurtoza

dla wyzszych wartosci wariancji skfadnika losowego (a,f :0.36)

wiasnosci statystyczne procesu RCA sg podobne jak wiasnosci
statystyczne procesow biliniowych,

za pomocg przedstawionych wiasnosci i testow istnieje mozliwos¢
rozréznienia pomiedzy procesem AR a procesem RCA,

w przypadkach granicznych, gdy |o|x1-0, A |o|<l-0;
autokorelacja wystepuje w wiekszej ilosci realizacji.

Dla modelu RCA ze statg wyniki rowniez ulegajg zmianie. Powtérzono

eksperyment symulacyjny dodajac w modelach RCA statg w rownaniu (2)
wynoszacg 0.5. Wyniki przedstawiono w tablicach 5-8. W tym przypadku
wyniki testow nie zalezg od wartosci wariancji sktadnika losowego. Od
wariancji resztowej zalezy tylko warto$¢ wariacji procesu, co jest zgodne z
réwnanie (10).

Tablica 5. Wiasnosci statystyczne procesow ze statg dla o, =0.6

‘ Srednia ‘ Odchylenie Standardowe

? wedhug testu McLeoda i Li.




min Max $r min max Sr
AR(1) -0,1706 0,2251 0,0077 1,0372 1,2790 1,1537
RCA(1,1) 57576 | 35,2537 0,6323 1,8527 | 377,9982| 11,7807
RCA(1,2) -0,6963 0,7809 -0,0062 1,6674 7,7246 2,8416
RCA(1,3) -3,0864 8,0683 0,0663 1,7602 | 41,8717 6,0464

Skos$nosé Kurtoza

min max $r min max Sr
AR(1) -0,3564 0,2775 0,0028 2,5657 3,6861 2,9401
RCA(1Y) | 112392| 12,6147 0,3667 6,0631| 183,7570| 40,9339
RCA(1,2) -11,4864 7,1902 0,1418 4,1660 | 159,1959 | 19,8497
RCA(1,3) 11,2951 12,6315 -0,1558 47521| 182,3461| 45,2669

Zrédto: Opracowanie wlasne

Tablica 6. Wiasnosci statystyczne procesow ze statg dla o, =0.1

Srednia Odchylenie Standardowe
min max $r min max Sr
AR(1) -0,2279 0,2067 0,0062 1,0222 1,2607 1,1504
RCA(1,1) -0,3651 0,3768 0,0112 1,2168 1,7083 1,4435
RCA(1,2) -0,4106 0,3585 0,0112 1,2222 1,6775 1,4292
RCA(1,3) -0,4815 0,3769 0,0092 1,2408 1,7366 1,4510
Skosnosé Kurtoza
min max $r min max Sr
AR(1) -0,2856 0,2874 0,0048 2,6141 4,0179 2,9690
RCA(1,1) -0,4266 0,7371 0,0001 2,5037 5,7267 3,1062
RCA(1,2) -0,3432 0,6114 -0,0079 2,4723 4,9328 3,0367
RCA(1,3) 1,0415| 05673 -0,0034| 24815 66124  3,1519
Zrédfo: Opracowanie wfasne
Tablica 7. Wyniki testow procesow ze statg dla o, =0.6
Boxa-Ljunga Engla ARCH test DF McLeoda i Li
Test ™7 T 271 3 | a 1 2 4 1 4
ARM | 4 000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0980 1,000 1,000 0980
RCAL! 4 000| 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
RCAM2) 4 o00| 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
RCAM3)| 4 000| 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Tablica 8. Wyniki testow procesow ze statg dla o, =0.1

Test Boxa-Ljunga Engla ARCH test DF McLeoda i Li
ST T 2] 3 4 1 2 4 1 4
AR(1)
1,000 1,000, 1,000 1,000 0,990, 0,980, 0,980, 1,000, 0,990 0,970
RCA(LT) 1,000] 1,000 1,000 1,000 1,000, 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
RCA(1,2) 1,000/ 1,000, 1,000 1,000 1,000, 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
RCA(1.3) 1,000 1,000, 1,000 1,000 1,000, 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

Zrédfo: Opracowanie wlasne

3. PODSUMOWANIE

Przeprowadzona analiza wtasnosci modeli RCA(1,p) wykazata, ze
modele te charakteryzujg sie srednig zero, wariancjg zalezng od wartosci
parametrow modelu opisujacego proces parametru i wariancji sktadnikéw
resztowych w réwnaniach (1) i (2). Wartos¢ kowariancji w zaleznosci od
typu RCA(1,p) (bez statej czy ze statg) wynosi zero lub jest od zera rézna i
zalezy od wartosci parametréw modelu opisujgcego proces parametru i
wariancji sktadnikéw resztowych w réwnaniach (1) i (2). Na podstawie
wynikow eksperymentu symulacyjnego mozna stwierdzi¢, iz niektére
modele RCA(1,p), ze wzgledu na swoje wtasnosci, moga opisywaé stopy
zwrotu cen akcji. Problem wykorzystania modeli RCA(1,p) w
ekonomicznych szeregach czasowych nie jest w literaturze rozpoznany i
wymaga jeszcze dalszych pogtebionych studiéw.
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Joanna Gorka

RANDOM-COEFFICIENT AUTOREGRESSIVE PROCESSES

Summary

In the paper we present stochastic process which is called random-
coefficient autoregressive processes. In this article we show analysis of
assumption of random-coefficient autoregressive processes order one,
where autoregressive model describe the coefficient. Advantage of this
class of models rely on possibility description nonlinear mechanism in the
data.
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