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Modele chaotyczne w ekonomii

Streszczenie

W niniejszym artykule rozwazono kwestie wykorzystania chaotycznych systemow
dynamicznych do modelowania zjawisk ekonomicznych. Przedstawiono przestanki
uzasadniajgce zainteresowanie ekonomistow teorig chaosu i zaprezentowano zwigzki z
innymi koncepcjami modelowania. Omowiono istote modeli chaotycznych, ich wady i zalety
oraz ptynace z nich wnioski. Dodatkowo dokonano zestawienia wybranych chaotycznych

modeli zjawisk ekonomicznych, opublikowanych w $wiatowej literaturze ekonomiczne;.
Wprowadzenie

Pierwsze nieliniowe modele deterministyczne pojawily si¢ w ekonomii w potowie XX
wieku. Opierajg si¢ one na zalozeniu, ze zroédlem obserwowanych w rzeczywistoSci
ekonomicznej fluktuacji i niestabilno$ci moga nie by¢ zaktocenia zewnetrzne, lecz czynniki
endogeniczne. Szczegélnym przypadkiem tej klasy modeli sg chaotyczne systemy
dynamiczne, ktorych ewolucja cechuje si¢ obecno$cig nieregularnych cykli o zmiennym
okresie i amplitudzie oraz jest bardzo trudno odroznialna od losowej. Specyficzne witasnosci
chaotycznych systemoéw dynamicznych zaowocowaly w ciggu ostatnich 20-30 lat wzrostem
zainteresowania teorig chaosu wérod ekonomistow i powstaniem wielu teoretycznych modeli,
generujacych chaos.

Celem niniejszej pracy jest prezentacja ekonomicznych aspektow zastosowania
chaotycznych systemow dynamicznych do opisu proceséw ekonomicznych a takze

podsumowanie obecnego stanu wykorzystania teorii chaosu w teorii ekonomii.



Nieliniowe systemy dynamiczne w opisie zjawisk ekonomicznych

Epoka, w ktorej nastgpit gwaltowny rozwdj nauk naturalnych byto o§wiecenie. Wielu
owczesnych badaczy bylo jednoczesnie filozofami. Nic wigc dziwnego, ze dominujacy nurt
filozoficzny o$wiecenia — racjonalizm, zasadniczo wptynat na ksztattujace sie¢ w tym okresie
paradygmaty nauk empirycznych®. Racjonalisci glosili wiare w mozliwo$é naukowego
poznania praw rzadzacych $wiatem i w konsekwencji ich opanowania. Dokonywane na
gruncie fizyki i astronomii odkrycia potwierdzaty, ze rzeczywiscie istnieja pewne
uniwersalne, a jednocze$nie stosunkowo proste prawa, umozliwiajace opisanie i
prognozowanie zjawisk fizycznych. Deterministyczny charakter zjawisk naturalnych
wydawat si¢ tak oczywisty, ze uwazano go za podstawowg wiasnos¢ procesoOw zachodzacych
w przyrodzie. Stad tez idealem nauki stal si¢ jednoznaczny opis $wiata rzadzonego przez
deterministyczne prawa®. Jednak znalezienie ich i opisanie okazywalo sie niekiedy zadaniem
zbyt trudnym. Istotnym problemem w wielu wypadkach byta duza liczba sktadnikéw
ukladéw, problemy z ich obserwacja oraz trudno$¢ z rozwigzywaniem uktadow rownan
rézniczkowych, opisujacych ich dynamike®. Z tego powodu do analizy skomplikowanych
zjawisk naturalnych zaczeto wykorzystywaé rachunek prawdopodobienstwa. Okazato sie, ze
dzicki metodom statystycznym mozliwe jest scharakteryzowanie oraz prognozowanie
ztozonych procesow, szczegdlnie takich, w ktorych wystepowata duza liczba niezaleznych od
siebie czynnikc')w4. Tak traktowana statystyka uwazana byla za metod¢ pomocnicza, w
niedoktadny sposéb opisujacg zdeterminowany $wiat, ktora, cho¢ w praktyce przydatna, w
istocie nie ujmuje prawdziwe] natury zjawisk. W tym rozumieniu nie bylo sprzecznosci
pomiedzy ujeciem deterministycznym a statystycznym, gdyz dotyczyly one rdznych
pozioméw poznania”.

Wzorem dla wczesnych ekonomistow, podobnie jak 1 dla innych badaczy zjawisk
empirycznych, byla fizyka i jej deterministyczne prawa mechaniki klasycznej. Przykladem
pogladéw ekonomistéw klasycznych na temat determinizmu prawidlowosci ekonomicznych
byla opinia Milla wyrazona w 1844 r.: ,Nie ma prawa i odstgpstwa od niego — prawa

zachodzacego w dziewigcdziesieciu dziewigciu przypadkach i odstgpstwa w jednym. Sg dwa
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prawa, z ktorych kazde moze dziata¢ we wszystkich stu przypadkach, za$ zachodzace
zdarzenie jest efektem ich wspotdziatania.”® Oznacza to, Ze nie trzeba odwotywaé si¢ do
pojecia prawdopodobienstwa, gdyz istnieje mozliwos¢ znalezienia prawa uniwersalnego (o
charakterze deterministycznym) uwzgledniajacego wspotdziatajace prawidtowosci. Z drugiej
strony zauwazano jednak, ze systemy ekonomiczne moga podlegaé¢ dziataniu duzej ilosci
czynnikdw, a przez to bywaja bardziej ztozone niz niektore uktady fizyczne. Stanowisko to
wyrazit Marshall stwierdzajac, ze zaleznosci ekonomiczne nie przypominaja prostych i
precyzyjnych praw grawitacji, lecz zdaja si¢ by¢ bardziej podobne np. do skomplikowanych i
trudniejszych do przewidywania praw rzadzacych przyplywami’. Ponadto zwrocit on uwage
na fakt, ze ztozone i niepewne zachowanie uczestnikow rynkoéw, z uwagi na natur¢ ludzkiego
postgpowania, mozna opisa¢ jedynie w niedoktadny sposéb, a formulowane reguty bywaja
zawodne. Sposobem na ominigcie tych komplikacji byla stosowana przez Marshalla analiza
czastkowa, polegajaca na badaniu zalezno$ci pomigdzy wybranymi czynnikami przy
zatozeniu statosci pozostalych®. W tym celu Marshall wyodrebniat zmienne endogeniczne
systemu, pozostate traktujac jako dane czynniki egzogeniczne, za$ przedmiotem badania byty
zwigzki pomigdzy zmiennymi endogenicznymi, niekiedy poszerzone o wplyw wybranych
czynnikdw egzogenicznych, jednak generalnie bez budowania obrazu dynamiki catego
ztozonego systemug.

Zrezygnowanie z klauzuli ,.ceteris paribus” nie daje gwarancji zgodnosci modelu
ekonomicznego z rzeczywistoscig, bowiem niezwykle trudne lub wrgcz niemozliwe jest petne
okreslenie uwarunkowan zaj$cia opisywanych przez nie zdarzen. Nigdy bowiem nie ma
pewnosci, czy nie istnieje jaka§ nieuwzgledniona okoliczno$¢, bez ktérej mimo spelnienia
okreslonych dotad warunkéw pojawienia si¢ nastgpstwa, analizowany skutek jednak nie
zajdzie. Oznacza to, ze ,,w sferze zjawisk ekonomicznych nigdy nie bedziemy mogli z
pewnoscig powiedzie¢, czy w wyniku zaj$cia pewnego uktadu warunkow pojawi sie, czy nie
pojawi, pewne inne zjawisko jako ich nastepstwo.”’® Powyzsza cecha jest jednym z
powodow, dla ktorych formutowane prawa ekonomiczne uznaje si¢ za stochastyczne.

Nieco inng kwestia jest, czy same zjawiska ekonomiczne majg charakter
deterministyczny. Jednak, jak trafnie ujmuje to Z. Czerwinski: ,,Z praktycznego punktu

widzenia jest obojetne, czy [deterministyczne; przyp. aut.] ilosciowe prawa ekonomiczne
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istnieja, lecz sg tak zlozone, ze nie potrafimy ich wykry¢, czy tez ze ich w ogodle nie ma. W
obu przypadkach nie umiemy wskaza¢ takich przeksztalcen ukladu zmiennych
egzogenicznych, ktére by dokladnie wyznaczaly uktad zmiennych endogenicznych, i
jakkolwiek (praktycznie wyobrazalne) przeksztalcenie przyjmiemy, zawsze empirycznie
stwierdzamy odchylenia miedzy warto§ciami tych przeksztalcen na zaobserwowanych
warto$ciach zmiennych egzogenicznych a zaobserwowanymi warto$ciami zmiennych
endogenicznych. (...) Czy zrodtem ich [tzn. zaklocen losowych; przyp. aut] jest
,indeterminizm $wiata zjawisk ekonomicznych’, czy raczej niedostateczne rozpoznanie tego
$wiata, na ten temat ekonometryk — jezeli nie chce by¢ filozofem — wypowiada¢ si¢ nie
musi.”™ To pragmatyczne rozumowanie wydaje si¢ byé przekonujacym uzasadnieniem
stosowania modeli stochastycznych do opisu zjawisk ekonomicznych.

Jednak na wczesnym etapie rozwoju ekonomii wsréd rozwazanych modeli
dominowaty deterministyczne, a ws$rdd nich najprostsze, tzn. liniowe. Zalozenie
0 liniowym charakterze deterministycznego systemu w zasadzie implikuje istnienie
pojedynczego punktu rownowagi, do ktoérego ewoluuje w czasie system. Dzieje si¢ tak
dlatego, ze pozostatymi zidentyfikowanymi przez matematykéw zachowaniami granicznymi
systemow liniowych sa rozbieznos¢ (ktora nie ma sensownej interpretacji ekonomicznej, gdyz
np. oznacza upadek gospodarki lub prowadzi do ujemnych cen'?) oraz cykl graniczny, ktory
jest jednak z punktu widzenia wlasno$ci matematycznych modelu sytuacja bardzo mato
prawdopodobng. Z tego powodu modele liniowe w swoich podstawach wyraznie nawigzuja
do paradygmatu ekonomii klasycznej o istnieniu stabilnego punktu rOwnowagi.

Istotnym powodem krytyki deterministycznych modeli liniowych byta zauwazona na
poczatku XX w. ich niezgodno$¢ z obserwacjami, polegajaca na niemozno$ci generowania
typowych dla wielu zjawisk ekonomicznych nieokresowych cykli (np. gospodarczych) oraz
oscylacji o nieregularnych amplitudach. Na przetomie lat 30. i 40. zaproponowano
rozwigzanie tego problemu, polegajace na dodaniu do liniowego modelu sktadnika losowego,
majacego reprezentowa¢ m.in. zaklocenia 0 charakterze egzogenicznym, tj. czynniki
polityczne, decyzje z zakresu polityki gospodarczej panstwa, zmiany technologiczne, itp.™
Postepujac zgodnie z ta filozofia zaklada si¢, ze immanentne sily opisujace procesy

ekonomiczne zachowuja si¢ regularnie, tzn. powodujg zbiezno$¢ procesu do punktu
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rébwnowagi, natomiast powodem obserwowanych nieregularnosci w zachowaniu szeregow
czasowych sa czynniki egzogeniczne o charakterze losowym, ktore zwykle nie majg czysto
ekonomicznego charakteru. Za tworcow tej filozofii, ktora w ekonometrii stata sie
dominujgca w analizie cykli ekonomicznych, uwaza si¢ Eugeniusza Stuckiego i Ragnara
Frischa”.

Oczywiscie model ekonomiczny z samej swej natury jest tylko niedoskonalym opisem
rzeczywistych procesow. Dlatego tez zrozumiale jest, a nawet pozadane, aby w modelu
rozwaza¢ tylko te czynniki, ktore odgrywaja istotng role w ksztaltowaniu si¢ zjawiska.
Pozostale zmienne objasniajace, ktore w niewielkim stopniu wplywaja na zmienng
objasniana, mozna traktowac jako przejaw dziatania czynnikow przypadkowych i jako takie
moga one zosta¢ uznane za sktadnik losowy. Jednakze watpliwy wydaje si¢ model, ktory z
gory pomija zmienne istotnie wplywajace na jego wiasnosci. Dodatkowo stosowanie
koncepcji sktadnika losowego moze prowadzi¢ do przyjecia nienaukowej postawy,
wyrazajacej si¢ w zbyt pochopnym zaakceptowaniu wilasnej niewiedzy na temat
mechanizméw ksztattowania si¢ zjawiska, bez proby ich glebszej analizy. Poprzestanie na
nazwaniu czynnikiem losowym skomplikowanej czy pozornie przypadkowej przyczyny moze
spowodowac niepoznanie tego, co w istocie jest poznawalne.

Stochastyczne modele liniowe s3 obecnie dominujagcym narzedziem analizy
ekonomicznych szeregow czasowych. W wielu wypadkach ich stosowanie uzasadnia si¢
dobrym dopasowaniem do rzeczywistych danych. Jednak nalezy postawi¢ pytanie, czy sama
ocena dopasowania nie prowadzi do naduzywania modeli okreslonej klasy? Problem ten
ilustruje ponizszy przyktad'. Rozpatrzmy nieliniowy model Hicksa z ,,podtoga™ (ang. floor) i
,,sufitem” (ang. ceiling):

C,=C,+c Y.,

Lo =max{l, 1o +8-(Y,=Yi,)} 1)

Y, =min{Y,,C, +1,},
gdzie wspotczynnik ¢ symbolizuje krancowg sklonno$¢ do konsumpcji, za$
p - akcelerator. Zmienna |, jest dolnym ograniczeniem poziomu inwestycji, za§ Y, jest

gorng Qranicg produkcji. Jesli gospodarka ewoluuje w przedziale pomiedzy ,,podtoga” i

,sufitem”, wowczas opisywana jest przez réwnanie:

4 Barnett W.A., Medio A., Serletis A. [1997], Nonlinear And Complex Dynamics In Economics, maszynopis,
Washington University, s. 3.

> Lorenz H.-W. [1989], Nonlinear Dynamical Economics and Chaotic Motion, Springer — Verlag, Berlin,
Heidelberg, s. 29.



Y, =Co + 1y +(c+ )Y, —BY,,. (2)

W oparciu o model Hicksa przeprowadzono nastepujacy eksperyment: przyjeto wartosci

parametréw powodujace eksplodujace oscylacje wielkosci produkciji:
Y, =250+ (0,75+15)Y,_, —15Y,,, 3

a nastepnie do wygenerowanego z powyzszego modelu szeregu czasowego dopasowano

stochastyczny model liniowy postaci:

Yo =A+(C+ BNy =Y, +U,. (4)

Otrzymano nastepujacy model*®:

Y, =285+ (0,713+0,887)Y, , —0,887Y, , (5)

(R? =0,92, DW = 2,17)

Prowadzi on do nieprawdziwego wniosku o stabilnym charakterze gospodarki ( 5 <1),
podczas gdy w istocie szereg zostal wygenerowany z modelu niestabilnego (4 >1). Z punktu

widzenia ekonomii pozytywnej jest wiec bezwarto$§ciowy. Przyklad ten pokazuje, ze
koncepcja dodawania szumu do modelu liniowego moze prowadzi¢ do btednego rozpoznania
mechanizmu badanego zjawiska ekonomicznego. Wynika stad postulat, aby we wstepnym
etapie procesu modelowania dokonywaé identyfikacji wlasnosci danych, umozliwiajacej
dobor wlasciwej klasy modeli.

Alternatywa dla stochastycznych modeli liniowych w opisie zjawisk ekonomicznych
sg nieliniowe systemy dynamiczne. Dzigki mozliwosci generowania atraktoréw cechuja si¢
one szeroka gama potencjalnych zachowan granicznych. W szczego6lno$ci, w przeciwienstwie
do uktadow liniowych, wiele z nich generuje cykle. Zwolennicy stosowania nieliniowych
systemow dynamicznych wywodza si¢ m.in. z grupy ekonomistow, kwestionujagcych
paradygmat ekonomii klasycznej o zdazaniu systemu do stabilnego punktu roéwnowagi.
Uznajg oni tezg, ze zrodlem obserwowanych w rzeczywistosci ekonomicznej fluktuacji i
niestabilnosci mogg nie by¢ zaklocenia zewnetrzne, lecz czynniki endogeniczne, ktore w
zwigzku z tym powinny zosta¢ uwzglednione w modelu. Wedhug tej filozofii, czynnik losowy
w modelu nie gra zasadniczej roli, a zatem model jest deterministyczny. Warto podkresli¢, ze

pierwsi badacze cykli ekonomicznych tj. Haberler, Hayek, Schumpeter czy Wicksell w

% orenz H.-W., op. cit. s. 29.



swoich teoriach odwolywali si¢ wilasnie do czynnikéw endogenicznych jako przyczyn
obserwowanej w gospodarce cyklicznosci'’.

Nieliniowe modele deterministyczne stosowane sg w ekonomii od potowy XX wie.
Znanymi ich przyktadami sa modele Kaldora, Hicksa, Goodwina, Samuelsona, Harroda oraz
Kaleckiego™. Za zwolennikéw wyjasniania cykli jako efektu dziatania czynnikow
endogenicznych uwaza si¢ przede wszystkim keynesistow oraz postkeynesistow, chociaz
systemy nieliniowe stosowane sa rowniez i przez neoklasykow. Zrédlem cyklicznosci we
wspotczesnie konstruowanych nieliniowych modelach deterministycznych sg najczesciej
opoznienia czasowe w reakcjach dostosowawczych agentow do sygnatow z rynku oraz
wplywajace na terazniejszo$¢ ich zmienne oczekiwania, dotyczace przyszlosci systemu?.

Zastosowanie systemow nieliniowych do analizy zjawisk ekonomicznych jest
naturalnym uzupehieniem modelowania liniowego. Nie oznacza to jednak, ze zawsze ma ono
znaczaca przewage. Wiele bowiem zalezy od rodzaju nieliniowosci, a czasem i od przedmiotu
badania. Przyktadowo, nicliniowo$ci w systemie mogg by¢ tak stabe, ze aproksymowanie ich
modelem liniowym nie prowadzi do istotnych btedow w poznaniu whasnosci rzeczywistego
procesu. Jednak podejscie to moze by¢ dos¢ ryzykowne, szczegdlnie w przypadku systemow
wielowymiarowych, gdzie nawet pozornie niewielkie nieliniowosci moga zasadniczo
wplywaé na podstawowe whasnosci modelu’. W efekcie wnioski ptynace z modelu
nieliniowego i aproksymujacego go modelu liniowego moga by¢ catkowicie rozbiezne?.

Analiza skomplikowanych wlasno$ci nieliniowych systemow dynamicznych
unaocznita  ekonomistom  nieprawdziwo$¢  niektorych  stereotypdéw,  dotyczacych
mechanizmow regulujacych procesy ekonomiczne. Przyktadowo: wykazano, Ze ingerencja
panstwa w gospodarke, polegajaca na stymulacji jej wzrostu poprzez zwigkszenie wydatkoéw
w okresie stagnacji oraz ich zmniejszaniu w okresie wzrostu, moze paradoksalnie prowadzi¢
do zwigkszenia amplitudy wahan koniunkturalnych?. Podobnie: spekulacyjne dzialania
uczestnikow rynku, polegajace na dokonywaniu zakupow, gdy cena towaru jest niska
(prowadzace do wzrostu ceny) 1 jej sprzedazy, gdy jest wysoka (impuls do spadku ceny),
wecale nie musza prowadzi¢ do ustalenia si¢ ceny na poziomie rOwnowagi. Wrecz przeciwnie,

ich dziatania moga powodowa¢ wzrost amplitudy fluktuacji cen towaru. W obu przypadkach
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powodem wystepowania tych paradoksalnych reakcji s opéznienia czasowe w dostosowaniu

si¢ podmiotéw do okreslonych sygnatow.

Chaotyczne systemy dynamiczne w teorii ekonomii

Wczesne nieliniowe modele cykli gospodarczych byly krytykowane za ich
niezgodno$¢ z rzeczywistoscig. Ich dynamika byta zbyt regularna, aby mozna byto przyjac, ze
sag w stanie dobrze opisa¢ ztozony charakter realnych systeméw ekonomicznych. Z tego
powodu zainteresowanie wsrod ekonomistéw wzbudzily wlasnosci chaotycznych systemow
dynamicznych i generowanych przez nie szeregdw czasowych. Sposréd modeli nieliniowych
to wlasnie systemy chaotyczne wyrdzniaja si¢ najwickszym bogactwem potencjalnych
zachowan. W szczeg6lnosci systemy te moga generowaé szeregi o zmiennym okresie i
amplitudzie, ktore ze wzgledu na swa zlozong ewolucj¢ wydajg si¢ by¢ losowe.

Mozliwo$¢ zastosowania teorii chaosu w ekonomii zostala po raz pierwszy
zasygnalizowana w 1975 r. przez Maya i Beddingtona®*. Od tego momentu znaleziono chaos
w wielu istniejacych modelach zjawisk ekonomicznych oraz zbudowano nowe modele z
dynamika chaotyczng. Do identyfikacji chaosu w rozwazanych systemach najczesciej
wykorzystywano twierdzenie Li i Yorke’a (1975). W wielu pracach punktem wyjscia byt
pewien gotowy, deterministyczny model z czasem dyskretnym lub cigglym, ktory po
ewentualnych  przeksztalceniach przyjmowat posta¢ réwnania rdznicowego lub
rézniczkowego z chaosem. Niekiedy przeksztalcano model statyczny w taki sposob, aby
otrzyma¢ model dynamiczny, ktory nastepnie poddawano analizie®.

Niektorym istniejacym ekonomicznym modelom z chaosem mozna zarzucié, ze
sprawiaja wrazenie, jakby konstruowane byly pod katem pewnych konkretnych twierdzen
utatwiajgcych identyfikacje chaosu (np. wspomnianego twierdzenia Li i Yorke’a) lub byty
bezposrednig aplikacja znanych na gruncie matematyki odwzorowan chaotycznych (np.
odwzorowania logistycznego). W efekcie czg$¢ z nich moze nie byé wystarczajaco
przekonujaca dla ekonomisty, za$ rozwazane wartosci parametrOw bywaja czasami watpliwe
z punktu widzenia ich interpretacji ekonomicznej. Jednak z drugiej strony warto podkreslic,
ze zalozenia matematyczne, potrzebne do wygenerowania dynamiki chaotycznej, nie

narzucaja nienaturalnych z punktu widzenia teorii ekonomii wiasno$ci systemow, tzn.

24 Baumol W.J., Banhabib J., op. cit., s. 80.
2> Zawadzki H. [1996], Chaotyczne systemy dynamiczne, Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej im. Karola
Adamieckiego, Katowice, s. 188.



mechanizmy generujace chaos nie sa same w sobie sprzeczne z prawami ekonomicznymi®.
Ponadto udowodniono, ze w modelach dwu- 1 wigcej wymiarowych nawet stabe nieliniowosci
moga generowac chaos®’. Z tego powodu lista ekonomicznych modeli z chaosem wciaz si¢
powigksza, stajac si¢ jednocze$nie teoretyczng podstawa do identyfikacji chaosu
deterministycznego w ekonomicznych szeregach czasowych.

Wiele chaotycznych modeli ekonomicznych odwoluje si¢ do pojecia ,,rownowagi
systemu”. Pojecie to jest inaczej rozumiane z matematycznego i ekonomicznego punktu
widzenia®. Dla matematyka jest to punkt rownowagi, bedacy punktem stalym analizowanego
odwzorowania. Ekonomisci przyzwyczajeni do myslenia w kategoriach modeli liniowych,
do$¢ czegsto réwnowage ekonomiczng systemu utozsamiaja z matematycznym pojgciem
rownowagi. Typowe dla modeli liniowych istnienie pojedynczego, stabilnego stanu
granicznego powoduje, ze analiza ekonomicznych wlasno$ci systemu staje si¢ statyczna, gdyz
zostaje sprowadzona do badania jego zachowania w punkcie rownowagi. Tymczasem z
ekonomicznego punktu widzenia rownowaga systemu polega na spetnianiu pewnych
natozonych warunkéw o charakterze ekonomicznym, przyktadowo - na zrownaniu wartosci
okreslonych zmiennych, np. popytu i podazy. W tym ujeciu nie mozna wykluczy¢ istnienia
wielu stanow spetniajacych natozone warunki, a wowczas o systemie ewoluujagcym pomiedzy
takimi stanami bedzie mozna powiedzie¢, ze pozostaje w rownowadze ekonomicznej. Tak
rozumiana ,réwnowaga” staje si¢ wiec pojeciem dynamicznym. Nie jest zatem bledem
logicznym moéwienie o ,,chaotycznej rOwnowadze” systemu, przez ktdra rozumie¢ si¢ bgdzie
sytuacje¢, kiedy trajektoria ewolucji systemu jest chaotycznazg, a jednoczesnie system
pozostaje w rownowadze ekonomicznej.

Typowa dla wielu modeli procesow ekonomicznych jest obecno$¢ parametrow.
Przyktadowo, w modelach wzrostu gospodarczego moga one reprezentowaé narzg¢dzia
oddziatywania na gospodarke, za$ celem analizy jest znalezienie takich ich wielkosci, ktére
prowadzityby do optymalnej $ciezki wzrostu. Jesli jednak analizowany model ma dynamike
chaotyczna, sprawa si¢ zasadniczo komplikuje. Z jednej strony, modele deterministyczne daja
z natury wigksze mozliwosci sterowania gospodarka, niz modele odwotujace si¢ do idei
zaktocen zewnetrznych, gdyz endogeniczny charakter procesu umozliwia wykorzystanie

narzedzi polityki fiskalnej czy pieni¢znej, reprezentowanych w modelu w postaci

% por. np. Bullard J.B., Butler A, op. cit., s. 8.

2" Brock W.A., Hommes C.H. [1997], Models of Complexity in Economics and Finance, maszynopis, University
of Wisconsin, Madison, s.3.

%8 por. Bullard J.B., Butler A., op. cit., s. 8-10.
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parametréw. Jednakze z drugiej strony, duza wrazliwos$¢ systemow chaotycznych na zmiang
warunkow  poczatkowych powoduje niemozno$¢ przewidywania skutkéow decyzji
gospodarczych w dtuzszym horyzoncie czasowym. W efekcie nie jest mozliwe wyznaczenie
optymalnych warto$ci parametrow ani tym bardziej odpowiednie wyregulowanie
odpowiadajacych im narzedzi oddziatywania na gospodarke™. Mozna zatem powiedzie¢, ze z
punktu widzenia mozliwosci praktycznego wykorzystania chaotycznych modeli
ekonomicznych korzystna jest sytuacja, kiedy parametry znajdujg si¢ poza strefag chaosu.
Znalezieniem takich stref zajmuje si¢ teoria bifurkacji. Jednak zakres jej potencjalnych
zastosowan w eckonomii wydaje si¢ by¢ duzo szerszy. Analiza bifurkacji modeli
ekonomicznych wigze si¢ réwniez z ciekawymi implikacjami natury teoretyczne;j.
Przyktadowo, wykazano, ze moze ona pomdc w zunifikowaniu pewnych, jak dotad
konkurencyjnych, teorii ekonomicznych. Udowodniono bowiem, Ze pewne znane w teorii
ekonomii modele gospodarki, w zalezno$ci od wartosci wystepujacych w nich parametrow,
moga prowadzi¢ do stabilnego punktu réwnowagi (charakteryzujacego podejScie ekonomii
klasycznej) lub bardziej ztozonego (typowego dla teorii Keynesa) — np. cykli lub nawet
chaosu®".

Wspomniane modele wzrostu stanowig w teorii ekonomii istotna, lecz oczywiscie nie
jedyna, grupe modeli chaotycznych. Wsrdéd ekonomicznych modeli z chaosem dominuja
makroekonomiczne. Wiele z nich jest modyfikacja znanych na gruncie teorii ekonomii
modeli, np. Ricardo, Hicksa, Solowa, Keynesa, Samuelsona, Kaldora, Goodwina czy
Haavelmo. Modyfikacje te polegaja zazwyczaj na wprowadzeniu do modelu chaotycznej
funkcji generujacej, ktorej wlasnosci spetniajg zalozenia modelu 1 sa sensowne z punktu
widzenia teorii ekonomii. Wérdéd pozostatych modeli mozna wyr6zni¢ mikroekonomiczne
(np. modele pajeczynowe), finansowe, logistyczne, modele teorii gier i in. W tabeli 1
zaprezentowano przyktady ekonomicznych modeli z dynamika chaotyczna, wraz z
odno$nikami do literatury Zrodtowe;.

Analiza wlasnos$ci chaotycznych systemow dynamicznych prowadzi do ciekawych, z
punktu widzenia ekonomisty, wnioskow. Do najwazniejszych z nich mozna zaliczyé
nastepujace:

1. zZrodiem zlozonej cyklicznos$ci zjawisk gospodarczych moga by¢ czynniki endogeniczne

(deterministyczne),

% por. Bullard J.B., Butler A., op. cit.
31 Barnett W.A. i in., op. cit., s. 62.



pozornie losowe szeregi czasowe moga pochodzi¢ od bardzo prostych (np.
jednowymiarowych) systemow generowanych przez deterministyczne reguty,

rynki modelowane przez systemy chaotyczne nie sg efektywne, gdyz mozliwe jest ich
krétkookresowe prognozowanie przy wykorzystaniu wiedzy o stanach z przesztosci,
znajomos¢ deterministycznych praw ewolucji systemu nie jest rOwnowazna mozliwoS$ci
doktadnego prognozowania jego ewolucji w dowolnym horyzoncie czasowym
(wrazliwo$¢ na zmiane warunkow poczatkowych systemow chaotycznych w praktyce
powoduje wyktadniczy wzrost btedow prognoz32),

powodem pojawiania si¢ w szeregach obszarow roznej zmiennosci moga by¢ bifurkacje
polegajace np. na przejSciu od dynamiki regularnej do chaotycznej. Innym Zzrédtem
wystepowania naglych zmian w przebiegu procesu moze by¢, spowodowane
zaburzeniami zewnetrznymi, przeskakiwanie trajektorii  systemu do obszarow
przyciagania innych atraktorow lub sama funkcja generujaca,

postawienie wyraznej granicy pomiedzy losowoscig a determinizmem jest niezwykle

trudne.

Tabela 1. Ekonomiczne modele z dynamikg chaotyczng w literaturze Swiatowej

Autor

Model

Modele makroekonomiczne

J. Benhabib, R. Day (1980), (1982)

Zmodyfikowany model OLG Diamonda.

J. Benhabib, G. Laroque (1988)

Model OLG

A. Bhaduri, D.J. Harris (1987)

Zmodyfikowany model wzrostu Ricardo.

J.M. Blatt (1983)

Model wzrostu Hicksa.

M. Boldrin, L. Montrucchio (1986)

Model optymalnego wzrostu.

M. Boldrin, K. Nishimura, T. Shigoka,
M. Yano (2001)

Model optymalnego wzrostu.

L. Colombo, G. Weinrich (2001)

Model OLG z konsumentami, producentami i rzagdem,
dopuszczajacy stochastyczny charakter decyzji
konsumentow.

R.A. Dana, P. Malgrange (1984)

Model wzrostu z mnoznikiem 1 akceleratorem.

R. Day (1982), (1983)

Modele wzrostu: klasyczny i Solowa.

R. Day, W. Shafer (1985)

Keynesowski model statych cen w ramach modelu IS-
LM.

R. Deneckere, S. Pelikan (1986)

Model optymalnego wzrostu.

R. Farmer (1986)

Model OLG z gospodarkg produkcyjna.

G. Gabisch (1984)

Model wzrostu z mnoznikiem i akceleratorem typu
Samuelsona .

J-M. Grandmont (1985)

Model OLG.

F.R. Hahn (1992)

Walrasowska gospodarka wymiany.

%2 pPor. np. Tempczyk M., op. cit., s. 209-210.




B. Jullien (1988)

Model OLG.

H-W. Lorenz (1989)

Model Kaldora cykli koniunkturalnych.

A. Medio, G. Negroni (1996)

Model CARAL - OLG z funkcja produkcji Leontiewa.

M.J. Pohjola (1981)

Nieliniowa wersja modelu wzrostu Goodwina.

P. Reichlin (1986)

Model OLG gospodarki produkcyjnej z ograniczong
substytucja kapitat-praca.

M.T. Stutzer (1980)

Model wzrostu Haavelmo.

R.G. de Vilder (1995)

Dwuwymiarowy model OLG z produkcja.

Pozostale modele ekonomiczne

J. Benhabib, R. Day (1981)

Model decyzji konsumenckich uzaleznionych m.in. od
poziomu bogactwa, przyzwyczajen czy relacji korzysci
praca/czas wolny.

C. Chiarella (1986)

Model pajeczynowy.

R.A. Dana, L. Montrucchio (1986)

Modele z zakresu teorii gier opisujagce zachowania
rynkowe duo- i oligopoli.

P. De Grauwe. H. Dewachter, M.
Embrechts (1993)

Modele kurséw wymiany walut.

D.S. Dendrinos (1986)

Zagadnienia logistyczne dotyczace dynamiki rozwoju
organizacji w przestrzeni.

S. Keen (1995)

Model finansowy typu Minsky’ego.

P. Nijkamp (1987)

Zagadnienia logistyczne dotyczace dynamiki rozwoju
organizacji w przestrzeni.

T. Onozaki, G. Sieg, G. Yokoo (2000)

Model pajeczynowy.

D. Rand (1978)

Modele z zakresu teorii gier opisujace zachowania
rynkowe duo- i oligopoli.

D.G. Saari (1984)

Mechanizmy glosowania.

D.G. Saari, S.R. Williams (1986)

Systemy o r6znych poziomach decentralizacji
informacji.

F. Van der Ploeg (1985)

Model Begga wyceny obligacji.

R.W. White (1985)

Zagadnienia logistyczne dotyczace dynamiki rozwoju
organizacji w przestrzeni.

M. Woodford (1989)

Decyzje przedsiebiorcoOw dotyczace konsumpcji 1
oszczednosci.

Zrodto: opracowanie wihasne.

Podsumowanie

Wczesne modele deterministyczne zjawisk ekonomicznych cechowaty si¢ dynamika

zbyt prosta, aby mozna bylo uznaé, ze dobrze opisuja ztozong rzeczywisto$¢. Teoria chaosu
wnosi cenny wklad do modelowania proceséw ekonomicznych, gdyz bogactwo zachowan
opisywanych przez nig systeméw daje potencjalng mozliwos¢ wyeliminowania tej

niezgodnosci pomiedzy teorig a praktyka. Dodatkowo systemy chaotyczne sag

deterministyczne, tzn. ktada nacisk na wzajemne oddziatywanie czynnikéw endogenicznych,



co stanowi nawigzanie do prac pierwszych badaczy cykli gospodarczych. | cho¢ do
niektorych istniejacych modeli chaotycznych mozna mie¢ z ekonomicznego punktu widzenia
pewne zastrzezenia, to jednak teoria chaosu w zaden sposob nie jest sprzeczna z teorig
ekonomii. Z powyzszych powodow lista istniejagcych ekonomicznych modeli z chaosem
systematycznie si¢ powicksza, stanowigc wyzwanie i inspiracj¢ zaréwno dla teoretykow

ekonomii, jak i dla ekonometrykow.

Chaotic models in economics

Nonlinear deterministic models have been appeared in economics in the middle of the
20th century. Their point at the interactions between internal forces as a source of complex
dynamics in economic systems. Chaotic dynamic systems are a particular type of such
models. Irregular frequencies and amplitudes of chaotic fluctuations make them difficult to
distinguish from a random behaviour. In fact, unlike truly random processes, chaotic
dynamics can be forecast very precisely in a short run.

Specific properties of chaotic motion have caused the noticeable increase of the
popularity of chaos theory amongst economists. For the last 20-30 years the significant
amount of chaotic models of economic systems has been developed.

This paper deals with possibilities of using chaotic systems to economic modeling.
The reasons making chaos theory interesting to economists and relations between different
concepts of modeling have been presented. The basic properties of chaotic models and the
implications for the economic theory have been described. Additionally selected chaotic

models known in economics have been listed.
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