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1. Wstep

Wedlug teorii chaosu deterministycznego istniejg procesy generowane
przez deterministyczne reguly, ktorych burzliwy przebieg wydaje si¢ by¢
zaprzeczeniem regularno$ci i porzadku. Oznacza to, ze chaotyczne systemy
dynamiczne mogg generowa¢ wyniki wygladajace na losowe, chociaz takimi w
istocie nie s3a. Wlasno$¢ ta stanowi podstawe zainteresowania badaczy i rodzi
pytanie czy dotychczas analizowane szeregi sa realizacja procesu
stochastycznego, czy tez generowane sg przez chaotyczny uktad dynamiczny.

Obecnie na gruncie ekonomii znanych jest wiele teoretycznych modeli
generujacych zachowanie chaotyczne por. np. Frank i Stengos [11]. Naturalnym
wyzwaniem dla ekonomistow stalo si¢ zatem zweryfikowanie hipotezy o
chaotycznym charakterze rzeczywistych zjawisk ekonomicznych. Jako przyktady
prac z tego zakresu mozna poda¢ artykuty Scheinkmana i LeBarona [22], Hsieha
[14] oraz Willey’a [24] i Drabik [6] dotyczace kursow gietdowych, Franka i
Stengosa [11] badajacych stopy zwrotu cen zlota, czy Franka, Gencay’a i
Stengosa [13] analizujgcych wybrane szeregi makroekonomiczne.

Standardowe metody identyfikacji szeregdbw czasowych tj. funkcja
autokorelacji 1 analiza spektralna nie s3 w stanie odrozni¢ szeregdéw chaotycznych
od losowych. Istnieja chaotyczne uklady dynamiczne, ktore generuja szeregi
identyczne z tymi, jakie tworza procesy stochastyczne'. Z tego powodu w
ostatnich latach trwaja prace nad stworzeniem metod, ktére bylyby w stanie
wlasciwie zidentyfikowac szeregi chaotyczne. Do najwazniejszych z nich naleza
wymiar korelacyjny oraz wykladnik Lapunowa.

Celem tego artykutu jest proba identyfikacji chaosu deterministycznego w
polskich szeregach czasowych w oparciu o estymacj¢ wyktadnika Lapunowa. W
szczegolnosci poddano badaniu kurs WIG, WIG20 oraz kursy akcji dwoch
przyktadowo wybranych spotek — BRE i Vistuli od lipca 1994 do konca marca
2002. Analizowane szeregi sktadajg si¢ z 1920 obserwacji dziennych oraz z 381
notowan tygodniowych. Dodatkowo w oparciu o zebrane dane poddano analizie
stopy zwrotu (zmian) wybranych akcji oraz indeksow.

2. Wykladnik Lapunowa chaotycznych systeméw dynamicznych

Centralnym obiektem w teorii chaosu jest pojgcie nieliniowego systemu
dynamicznego. Systemem dynamicznym jest kazdy realny system, ktorego stan

! Np. odwzorowanie tréjkatne, ktore ma taka sama wewnetrzna, zautokorelowana strukture jak
proces autoregresyjny AR(1), por. Sakai i Tokumaru [20].



jest funkcja czasu, tzn. podlega zmianom w czasie. Ekonomicznymi systemami
dynamicznymi mogg by¢: rynek, gospodarstwo domowe, konsument, gospodarka
narodowa itp. Formalnie rzecz ujmujac, przez system dynamiczny rozumie si¢
pare (X, f), gdzie X < R™ jest przestrzenig metryczng stanow danego systemu,
za$ f: X — X jest odwzorowaniem tej przestrzeni w siebie. Odwzorowanie f
definiuje ewolucj¢ systemu w czasie poprzez réwnanie rozniczkowe:

dx
— = f(x), 2.1
i) (2.1)
gdzie xe X, albo w przypadku systemu dynamicznego z czasem dyskretnym -
przez zalezno$¢ rekurencyjna:

X1 = f(Xt), (2.2)

gdzie t=0,1,..., X, X, € X sa stanami systemu odpowiednio w czasie t i t+1.

Nie istnieje jedna, powszechnie akceptowana definicja deterministycznego
chaosu, czyli chaosu w systemach dynamicznych (Zawadzki [29]). Warto jednak
wyrdzni¢ dwie podstawowe cechy systemow chaotycznych: nieliniowo$¢ funkcji

f oraz wrazliwo§¢ systemu na zmiang warunkow poczatkowych. Inng
interesujgca wilasnoscig systemow dynamicznych jest generowanie zbioréw
granicznych - tzw. atraktorow. Najogélniej rzecz ujmujgc atraktor sytemu
dynamicznego (Zawadzki [29]; Kudrewicz [15]) (X, f) to domkniety i
ograniczony podzbidr przestrzeni stanbw Ac X, do ktorego w kolejnych
iteracjach zmierzaja punkty pewnego otoczenia tego podzbioru®. Z rodziny
atraktorow mozna wyr6ézni¢ tzw. dziwne atraktory, w ktorych system jest
wrazliwy na zmian¢ warunkéw poczatkowych. Niektorzy autorzy rozrdzniaja
pojecie atraktora dziwnego, kojarzonego z fraktalng strukturg geometryczng i
chaotycznego, cechujacego si¢ wrazliwoscig na zmiang warunkéw poczatkowych
(por. Barnett i in. [1] str. 14). Pojecie dziwnego atraktora wykorzystywane jest do
definiowania chaotycznych systemow dynamicznych; wg. definicji Garrido
(Zawadzki [29]) — system dynamiczny (X, f) nazywa si¢ chaotycznym, gdy ma
dziwny atraktor.

Wrazliwo$¢ systemu zdefiniowal Wiggins (Zawadzki [29]), wedtug
ktorego system dynamiczny jest wrazliwy w zbiorze X na zmiang warunkow
poczatkowych, jezeli istnieje liczbae >0, spetniajaca warunek, ze dla kazdego
X € X oraz kazdego otoczenia U punktu x istnieje x'eU oraz n >1 takie, ze:

Hf "(x)- f "(x'j‘ >, (2.3)

gdzie n oznacza liczbe iteracji, za§ f" jest n-krotnym ztozeniem funkcji f .

2 Formalne definicje atraktora przedstawia np. Brock [5] str. 170 oraz Barnett i in. [1] str. 12.



IloSciowa miarg poziomu wrazliwosci systemu na zmian¢ warunkow
poczatkowych jest wyktadnik Lapunowa. Niech X, i X,+J, bgeda dwoma

stanami jednowymiarowej przestrzeni Xc R oraz niech &, oznacza odleglos¢
miedzy f"(x,) a f"(x,+3,), czyli obrazami stanéw X, i X, +J, W n-tej
iteracji. Typowa dla ewolucji chaotycznej jest zaleznos¢:

5, =06,e"™ (2.4)
dla 4 >0 (Schuster [23]). Wystepujaca w rownaniu (2.4) wielko$¢ A nazywa si¢
wyktadnikiem  Lapunowa. JeSli  orbita stanu X, nazwiemy ciag

(g, F2(Xo ) - F7(x,)), gdzie £"(x,)= f(f"*(x,)) dla n=12,..., to widaé, ze

wyktadnik Lapunowa mierzy tempo zbiegania lub rozbiegania si¢ orbit bliskich
sobie stanow poczatkowych. Im wiekszy wyktadnik Lapunowa, tym wicksza
wrazliwo$¢ systemu, a wigc mozna powiedzie¢, ze wigkszy poziom jego
chaotycznosci.

Systemy m-wymiarowe maja m wykladnikow Lapunowa, ktére mierza
srednie tempo oddalania albo zblizania si¢ w kolejnych iteracjach dwéch stanow
poczatkowych, wzgledem kazdego wymiaru. Warunkiem koniecznym, aby uktad
m-wymiarowy byt chaotyczny jest posiadanie przynajmniej jednego dodatniego
wyktadnika. W literaturze przedmiotu mozna spotka¢ si¢ z podejsciem, w mysl
ktorego istnienie dodatniego wyktadnika Lapunowa uznaje si¢ za warunek nie
tylko konieczny, ale rowniez dostateczny istnienia chaosu (por. Frank i Stengos

[11]).

Majac dany system dynamiczny (X, f), mozna w dos$¢ prosty sposob
wyznaczy¢ spektrum jego wyktadnikow Lapunowa (np. Zeng, Pielke i Eykholt
[30]). Wyktadniki te wykorzystuje si¢ nie tylko do mierzenia wrazliwosci
systemu, ale rowniez do sprawdzania jego dyssypatywnosci (istnienie atraktora),
do wyznaczania entropii systemu i wymiaru fraktalnego atraktora (Zeng, Pielke i
Eykholt [30]). Warto podkresli¢, ze wartosci dodatnich wyktadnikow Lapunowa
moga by¢ bardzo male. Przykladowo, model Mackey’a-Glassa, ktory jest znanym
chaotycznym systemem (Wolf i in. [27]) posiada teoretycznie wyznaczony
najwiekszy wyktadnik Lapunowa rowny 0,0063.

W  praktyce ekonomicznej istotnym zagadnieniem jest okres§lenie
zachowania ukladu w przysztosci. Istnienie dodatniego wyktadnika Lapunowa
uniemozliwia efektywne prognozowanie ewolucji pojedynczego stanu w
dluzszym okresie. Duza wrazliwo$¢ na zmiang warunkdw poczatkowych
systemow chaotycznych powoduje, ze przewidywalno$¢ zmniejsza si¢
wyktadniczo wraz z wydtuzaniem horyzontu prognozy. Warto jednak podkreslic,
ze pomimo poczatkowego rozbiegania si¢ orbit, stany pozostaja w pewnym
ograniczonym obiekcie — atraktorze, ktory opisuje dlugookresowe zachowanie si¢
systemu jako catosci.

Empiryczna analiza systemow (w tym i ekonomicznych) musi z
koniecznosci odbywaé si¢ bez znajomosci wzoru analitycznego funkcji
generujacej, przestrzeni standéw oraz jej wymiaru. Przedmiotem badania jest



wygenerowany przez system dynamiczny jednowymiarowy szereg obserwacji
(Y,). Wedlug definicji szereg (Yy,) jest realizacja systemu chaotycznego, gdy

istnieje funkcja h taka, ze:
Y =h(x), (2.5)

gdzie x, jest generowane przez zaleznos$c¢ (2.3).

Wystepujaca w powyzszym modelu funkcje h: X — R nazywa sig
urzadzeniem pomiarowym (Zawadzki [29]), przy czym w praktyce jej wzor
analityczny tez nie jest znany. Jednakze mimo braku znajomosci podstawowych
parametrow systemu mozliwa jest rekonstrukcja jego dynamiki wytacznie w
oparciu o szereg (Y,). Podstawa teoretyczng stosowanej w tym celu procedury
jest twierdzenie Takensa o zanurzaniu (Takens [25]). Na podstawie twierdzenia
Takensa stworzono metode opdznien, ktdrej istotg jest rekonstrukcja przestrzeni
fazowej (czyli przestrzeni stanéw systemu), w oparciu o tzw. p-historie. Przez p-
historie rozumie si¢ cigg wektoréw (yt”) 0 p wspotrzednych:

ytp :(yt7yt+j-1""’ yt+j-(p—1)) (26)

utworzonych z ciagu obserwacji y,, gdzie p okresla si¢ jako wymiar zanurzenia
natomiast j jest opdznieniem czasowym. W swoich rozwazaniach Takens
analizowal przestrzen (Y, F), gdzie Y jest zbiorem p-historii, za§ F:R? —R"
odwzorowaniem opisujacym ich dynamike¢ tzn. F(y/)=1y,. W uproszczeniu
twierdzenie Takensa glosi, ze dla odpowiednio duzych wartosci p systemy (Y, F)
oraz (X, f) sa dyfeomorficzne, a wiec w pewnym sensie rownowazne. Mozliwa
jest wowczas w oparciu o cigg p-historii rekonstrukcja atraktora badanego
systemu oraz pewnych jego charakterystyk tj. wymiaru korelacyjnego,
wyktadnikow Lapunowa oraz entropii systemu (Brock [5]).

Algorytmy obliczajace wyktadnik Lapunowa przedstawili m.in. Abarbanel
i in. [1], Briggs [4], Brown i in. [6], Dechert i in. [6], Deppisch i in. [8], Eckmann
I in. [16], Ellner i in. [11], Nychka i in. [10], Rauf i in. [24], Rosenstein i in. [19],
Sano i in. [21], Stoop i in. [24], Wolf i in. [27] oraz Wright [28].

Wykorzystany w niniejszej pracy algorytm szacowania wykladnika
Lapunowa opiera si¢ na réwnaniu (2.4) w zastosowaniu do p-historii®. Dla
kazdego Yy znaleziono jego najblizszego (w sensie p-wymiarowej metryki
euklidesowej) sasiada Y] spetniajacego warunek, Ze |[i—j/>10. Celem
naloZzonego warunku jest zwigkszenie prawdopodobienstwa, Ze znaleziony
najblizszy sasiad nie bedzie nalezat do trajektorii wektora y,.

Nastepnie przyjeto:

¥ Autorami algorytmu sa Rosenstein i in. [19].



do () =]y’ - y/| 2.7)
i obliczono

d, () =[F" (P = F D) =]y = VP - (2.8)
Z rownania (2.4) wynika, ze:

d, (i) =d,(i)-e", (2.9)
co po obustronnym zlogarytmowaniu daje zalezno$¢:

In(d, (i)) = In(d, (i))+ An. (2.10)

Rownanie (2.10) stluzy do szacowania wyktadnika Lapunowa i tym samym
stanowi podstawe do identyfikacji chaosu deterministycznego. Wyktadnik
Lapunowa oblicza si¢ jako wspdtczynnik rdwnania regresji zmiennej

y(n) =(Ind(i)), gdzie symbol {(...) oznacza operator $redniej arytmetycznej po

wszystkich i, wzgledem n.
Rysunek 1 przedstawia wykres logarytmow $rednich odleglosci miedzy dwoma
poczatkowymi stanami, a kolejnymi iteracjami n dla odwzorowania logistycznego

X, =4-% -(L—x) (rys. LA) i szeregu Henona x,,, =1—14-%,° +0,3-x_, (rys.
1.B) bedacych najpopularniejszymi przyktadami ewolucji chaotycznej.

Rysunek 1. Logarytm $rednich odlegtosci migdzy dwoma poczatkowymi stanami
w kolejnych iteracjach n dla odwzorowania logistycznego
(A); x, = 0,2 i szeregu Henona (B); x, =0,9, (j=1p=2).
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Zrodto: Obliczenia wilasne.



Jak przedstawiono na rysunku 1 w przypadku systeméw chaotycznych
wraz ze wzrostem liczby iteracji logarytm $rednich odlegtosci miedzy sgsiednimi
stanami zmienia si¢ liniowo. W dalszych iteracjach odleglos¢ miedzy stanami
stabilizuje si¢, poniewaz pozostajg one w ograniczonym obszarze - atraktorze.
Wyznaczona na podstawie pierwszych o$miu wartosci prosta dla odwzorowania
logistycznego ma wspoélczynnik nachylenia rowny A =0,697, podczas gdy
prawdziwa wartos¢ wykladnika Lapunowa dla odwzorowania logistycznego
wynosi 0,693. Dla odwzorowania Henona wspdtczynnik nachylenia obliczony w
oparciu o osiem pierwszych wartosci wyniost A1 =0,412 przy prawdziwej
wartosci rownej 0,418.

Dla poréwnania przedstawiono wyniki badan szeregow bedacych
realizacjami procesow stochastycznych — bladzenia przypadkowego i1 biatego
szumu. Jak wida¢ na rysunku 2 w poczatkowej fazie wykresow brak wzrostu o
wyraznie liniowym charakterze. W przypadku btadzenia przypadkowego punkty
zdaja si¢ uktada¢ wzdluz krzywej logarytmicznej, natomiast wykres dla biatego
szumu po okresie krotkotrwatego nieliniowego wzrostu wyraznie stabilizuje sig.

Rysunek 2. Logarytm $rednich odleglo$ci migdzy dwoma stanami w kolejnych
iteracjach n dla procesu bladzenia przypadkowego i bialego szumu
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Zrodto: Obliczenia wiasne.

Algorytmy obliczajace najwigkszy wyktadnik Lapunowa w oparciu o
obserwowany szereg czasowy polegaja na wyznaczaniu tzw. lokalnego
wyktadnika Lapunowa, mierzacego zbiezno$¢ (rozbieznos¢) standw poprzez
analize orbit o skonczonej dlugosci N. Oczywiscie w granicy, gdy N —
lokalny wyktadnik Lapunowa zbiega do globalnego (Bask [3]). Nieunikniong
wada lokalnego wyktadnika Lapunowa jest to, ze jego wartosci moga si¢ dos¢
znacznie ro6zni¢ w zalezno$ci od rozpatrywanych stanow poczatkowych
(szczegolnie dla malych wartosci N). Dodatkowym problemem jest brak



odpowiedniej teorii umozliwiajacej statystyczna weryfikacje otrzymanych
rezultatow®,

3. ldentyfikacja chaosu deterministycznego na WGPW

Badaniu poddano kurs WIG, WIG20 oraz notowania akcji BRE i Vistuli.
Analizowane szeregi obejmowaty okres od lipca 1994 do konca marca 2002 i
sktadaty si¢ z 1920 notowan dziennych i 381 obserwacji tygodniowych.

Rysunek 3. Logarytm $rednich odlegtosci migdzy dwoma poczatkowymi stanami
w kolejnych iteracjach n dla dziennego i tygodniowego kursu WIG.
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Zrodto: Obliczenia whasne.

Rysunek 4. Logarytm $rednich odlegtosci miedzy dwoma poczatkowymi stanami
w kolejnych iteracjach n dla dziennego i tygodniowego kursu WIG20.
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Zrodto: Obliczenia whasne.

* np. pozwalajacej zbadaé istotnos¢ oszacowanych dodatnich wyktadnikow bliskich zeru.



Rysunek 5. Logarytm $rednich odlegtosci migdzy dwoma poczatkowymi stanami
w kolejnych iteracjach n dla dziennego i tygodniowego kursu akcji

5 5
45 1 45 1
4 4 4 4
35 / 3.5 1
~ @ -~ 3
£ 25 £ 254
> >
2 2 w
1.5 4 1.5
1 1
=4
0.5 | 0.5
0+ T T T 0 ——T—T—T T TT T T T T
1 3 5 7 9 1 13 15 17 19 21 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21
iteracja n iteracja n
—&— Szereg w ymieszany —e— Szereg w ymieszany
—B— Szereg pierw otny (notow ania dzienne) —B— Szereg pierw otny (notow ania tygodniow e)

Zrodto: Obliczenia whasne.

Prezentowane rysunki przedstawiaja logarytm $rednich odlegtosci miedzy
dwoma sgsiednimi stanami w Nn-tej iteracji analizowanych szeregdw. Otrzymane
wyniki poréwnano z wynikami uzyskanymi dla szeregdéw wymieszanych. W
prezentowanej pracy zdecydowano si¢ przedstawi¢ wyniki dla wymiaru
zanurzenia p rownego 5. Analiza innych wymiardw nie wnosila zasadniczych
zmian, dlatego tez pominigto ja w prezentacji. Opdznienie czasowe j WYNOSi
jeden.

Rysunek 6. Logarytm $rednich odleglo$ci miedzy dwoma poczatkowymi stanami
w kolejnych iteracjach n dla dziennego i tygodniowego kursu akcji
Vistuli.
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Zrodto: Obliczenia whasne.



Dodatkowo badaniu poddano dzienne i tygodniowe stopy zmian dla WIG,
WIG20 oraz dzienne i tygodniowe stopy zwrotu BRE i Vistuli. Rysunki 7 - 10
przedstawiaja logarytm $rednich odleglo$ci miedzy dwoma sgsiednimi stanami w
n-tej iteracji obliczony w oparciu 0 wymienione szeregi.

Rysunek 7. Logarytm $rednich odlegtosci miedzy dwoma poczatkowymi stanami

w kolejnych iteracjach n dla dziennych i tygodniowych stop zmian
indeksu WIG.
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Zrodto: Obliczenia whasne.

Rysunek 8. Logarytm $rednich odlegtosci miedzy dwoma poczatkowymi stanami
w kolejnych iteracjach n dla dziennych i tygodniowych stop zmian
indeksu WI1G20.
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Zrodto: Obliczenia whasne.



Rysunek 9. Logarytm $rednich odlegtosci miedzy dwoma poczatkowymi stanami
w Kkolejnych iteracjach n dla dziennych i tygodniowych stop zwrotu
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Zrodto: Obliczenia wiasne.

Rysunek 10. Logarytm S$rednich odlegltosci migdzy dwoma poczatkowymi
stanami w kolejnych iteracjach n dla dziennych i tygodniowych
stop zwrotu Vistuli.
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Zrodto: Obliczenia wilasne.

Analizujac rysunki 3 - 10 mozna stwierdzi¢, ze zaréwno dla kursu WIG,
WIG20, notowan akcji BRE i Vistuli oraz dla ich stép zwrotu (zmian) wystepuje
brak wyraznej zalezno$ci liniowe] migdzy logarytmem $rednich odlegtosci
sasiednich stanow a liczbg iteracji. W przypadku notowan punkty ukladaja si¢



wzdhuz krzywej logarytmicznej podobnie jak dla procesu btadzenia
przypadkowego, natomiast wykresy dla stop zwrotu wydajg si¢ by¢ zgodne z
otrzymanymi dla realizacji biatego szumu. Identyczne rezultaty otrzymano dla cen
akcji innych badanych spoétek. Uzyskane wyniki badan nie dajg podstaw do
zaakceptowania hipotezy o chaotycznym charakterze analizowanych procesow.

5. Zakonczenie

W prezentowanej pracy przedstawiono podstawowe pojg¢cia zwigzane z
wyktadnikiem Lapunowa w chaotycznych ukladach dynamicznych. Chaos
deterministyczny dotyczy zjawisk generowanych przez deterministyczne reguty,
ktérych burzliwy przebieg wydaje si¢ by¢ zaprzeczeniem regularno$ci i porzadku,
a w konsekwencji moze generowa¢ wyniki wygladajace na losowe, cho¢ takimi w
istocie nie s3. Chaotyczne systemy dynamiczne cechuja si¢ nieliniowym
charakterem ewolucji stanow, wrazliwoscig na zmian¢ warunkéw poczatkowych
oraz tworzeniem dziwnych atraktorow. Podstawowa miarg wrazliwo$ci systemu
na zmian¢ warunkow poczatkowych jest wykladnik Lapunowa. Istnienie
dodatniego wykladnika Lapunowa jest typowe dla ewolucji chaotycznej i
oznacza, ze odlegto§¢ dwodch sasiednich orbit w kolejnych iteracjach ro$nie
wyktadniczo. Z praktycznego punktu widzenia wrazliwo$¢ na zmiang warunkow
poczatkowych uniemozliwia efektywne prognozowanie zachowania si¢ uktadow
chaotycznych w dtuzszym horyzoncie czasowym.

W pracy poddano analizie notowania oraz stopy zwrotu (zmian) WIG,
WIG20 oraz dwoch spotek — BRE i Vistuli od lipca 1994 do konca marca 2002.
Uzyskane wyniki wskazuja, ze odleglo$¢ sasiednich orbit wraz ze wzrostem
liczby iteracji nie zmienia si¢ wykladniczo. W $wietle otrzymanych rezultatow
watpliwa staje si¢ hipoteza o chaotycznym charakterze notowan na WGPW.
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Streszczenie

Klasyczne metody identyfikacji szeregéw czasowych nie s3 w stanie
odrozni¢ zachowania chaotycznego od losowego. Z tego powodu w ostatnich
latach trwaja prace nad stworzeniem metod, ktore bylyby w stanie wilasciwie
zidentyfikowa¢ dynamike¢ chaotyczng. Do najwazniejszych z nich nalezg wymiar
korelacyjny oraz wykltadnik Lapunowa. Istnienie dodatniego wyktadnika
Lapunowa jest warunkiem koniecznym chaotyczno$ci systemu oraz oznacza
wyktadnicze zmniejszanie si¢ doktadno$ci prognozowania szeregu czasowego
wraz ze zwigkszaniem si¢ horyzontu prognozy.

W  niniejszej pracy przeprowadzono probe identyfikacji chaosu
deterministycznego w oparciu o analiz¢ wyktadnika Lapunowa dla wybranych
szeregow pochodzacych z WGPW. Wyniki przeprowadzonych badan nie daja
podstaw do przyjecia hipotezy o chaotycznym charakterze analizowanych
szeregow.
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