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Zastosowanie testu Kaplana do identyfikacji
ekonomicznych szeregdéw czasowych

Streszczenie Identyfikacja zaleznosci w szeregach czasowych jest
jednym z gléwnych probleméw badawczych ekonometrii. Ze wzgledu na
wyzszy stopien rozwoju metodologii, kwesti¢ t¢ czesto sprowadza si¢ w
praktyce do identyfikacji zaleznosci o charakterze liniowym. Wydaje si¢
jednak, Ze rozszerzenie analizy o poszukiwanie zalezno$ci rowniez
nieliniowych, moze by¢ bardzo obiecujagcym nurtem w ekonometrii.
Zagadnienie to rozwija si¢ w ostatnich latach bardzo dynamicznie, czego
efektem jest powstanie wielu nowych metod nieliniowej analizy danych.

W pracy zaprezentowano test Kaplana — nieparametryczng metodg
identyfikacji nieliniowosci w szeregach czasowych. Jego uzyteczno$é
zweryfikowano w oparciu o dane symulowane. Ponadto, zastosowano test
Kaplana do analizy indeksu WIG.

1. Test Kaplana

Test Kaplana (1994) jest nieparametryczna metoda identyfikacji
szeregdw czasowych. Z samej konstrukcji, stuzy on do zbadania istnienia
w szeregu zaleznosci deterministycznych, przy zalozeniu, Ze opisane s3
one funkcja ciggla. Jednak w praktyce, mozliwosci stosowania testu sg
duzo szersze — mozna go wykorzysta¢ do identyfikacji struktury r6znego
rodzaju, réwniez stochastyczne;.

Niech (x,) bedzie dowolnym szeregiem czasowym. Celem testu
Kaplana jest zweryfikowanie hipotezy o istnieniu ciggtego
odwzorowania f generujacego dynamike szeregu, tzn. spelniajacego
zalezno$¢:

Xt+l = f (Xt) '
dla kazdego t. Jesli takie odwzorowanie istnieje, to, na mocy definicji
ciggtosci, dowolne bliskie sobie argumenty — X; oraz X;, majg rOwniez

bliskie sobie obrazy, tzn. x;,; oraz Xx;,;.
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W celu formalnego zaprezentowania procedury testowania, oznaczmy
przez o,; odleglo$¢ miedzy obserwacjami x; oraz X;, natomiast przez

i — odleglo$¢ miedzy Xx,, oraz Xj,q tzn.:

Xiyg —X :

5” =‘Xi —Xj‘, &=

j+l
Ponadto, dla dowolnej liczby & >0, niech &(5) oznacza $rednig z

odlegtosci ¢, ;, dla ktérych indeksy i, J speniaja warunek o,; <o.

ijo
Przytoczona wczesniej wlasnos¢, dotyczaca podobienstwa obrazéow
bliskich sobie argumentoéw, oznacza, iz dla funkcji cigglych &£(5) — 0

przy 6 > 0. W przeciwnym wypadku, tzn., gdy szereg jest realizacja
procesu stochastycznego, ¢(6) — E (przy 6 — 0), gdzie E jest pewna

liczba dodatnig.
Dla zilustrowania powyzszej wlasnosci, badaniu poddano szereg
wygenerowany z odwzorowania logistycznego, postaci

Xy =4% (1-x), gdzie X,=0,7 (2000 obserwacji). Analizowany
szereg jest chaotyczny (por. np. Orzeszko, 2005) i, jak wida¢, jego
kolejne obserwacje powigzane sg deterministyczng, ciggla zaleznoScia.
Dla poréwnania, testowaniu poddano réwniez szereg biatoszumowy, o
rozktadzie jednostajnym na odcinku jednostkowym (2000 obserwacji).
Na rysunku 1 przedstawiono wykresy, ilustrujace zaleznos¢ £(o) od

réznych poziomow ¢ , dla badanych szeregow.

Rys. 1. Wyniki testu Kaplana
a) Odwzorowanie logistyczne b) Biaty szum
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Zrédio: obliczenia whasne.

Zgodnie z oczekiwaniami, w przypadku szeregu deterministycznego,
zauwazalna jest zbiezno$¢ £(06) — 0 przy 6 — 0. Spodziewany rezultat



otrzymano réwniez dla szeregu bialoszumowego, tzn. wraz ze spadkiem
0, obliczone wartosci &£(0) nie zbiegaja do zera lecz do pewnej

dodatniej wartosci E. Mozna udowodni¢ analitycznie, ze dla
analizowanego szeregu losowego teoretyczng wartoscig liczby E jest

% (Kaplan 1994). Widoczna na rysunku 1b) krzywa rzeczywiscie

zbiega z duzg doktadnoscig do oczekiwanej wartos$ci.

2) Wykorzystanie testu Kaplana do identyfikacji szeregéw
ekonomicznych

Wydaje si¢, ze prosta dychotomia determinizm — losowo$¢ nie jest
wlasciwa w przypadku analizy rzeczywistych procesé6w ekonomicznych.
Abstrahujac od filozoficznej kwestii, czym jest w istocie losowo$¢, w
praktyce mozna przyjac, ze dane ekonomiczne zawsze zawierajg szum
losowy. Reprezentuje on przede wszystkim bledy pomiaru, a takze
czynniki egzogeniczne, wplywajace na dynamike systemu, ktorych
odrgbna identyfikacja jest niemozliwa lub niecelowa.

W takiej sytuacji podstawowy cel testu Kaplana — weryfikacja
determinizmu, staje si¢ co najmniej watpliwy. Okazuje si¢ jednak, ze w
praktyce, zakres mozliwosci stosowania tej metody jest duzo szerszy.
Oprocz cigglych zaleznosci deterministycznych, identyfikuje ona
rowniez wiele struktur innego typu. Z tego powodu test Kaplana moze
by¢ traktowany jako narz¢dzie weryfikacji hipotezy o niezaleznosci
danych. Oczywiscie, ze wzgledu na swoja nieparametrycznos¢, test ten
nie prowadzi bezposrednio do okreslenia charakteru zidentyfikowanych
zaleznosci. Jednak filtrowanie danych modelem okreslonego typu moze
prowadzi¢ do uzyskania tej waznej informacji. Przyktadowo, dane, w
ktorych w oparciu o test Kaplana zidentyfikowano struktur¢, mozna
przefiltrowa¢ modelem liniowym. Odrzucenie hipotezy o losowosci reszt
modelu, bedzie $wiadczylo woéwczas o nieliniowym charakterze
zidentyfikowanych zaleznosci.

W celu zilustrowania wpltywu szumu losowego na wyniki testu
Kaplana, do szeregu logistycznego dodano obserwacyjny szum losowy,
ktorego wspotczynnik SNR =10." Na rysunku 2 przedstawiono wyniki
testu dla analizowanego szeregu.

! SNR (signal-to—noise ratio) liczony jest jako stosunek odchylenia standardowego
szeregu wygenerowanego przez czg¢$¢ deterministyczng do odchylenia szumu losowego.



Rys. 2. Wyniki testu Kaplana dla szeregu logistycznego z szumem
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Zrédlo: obliczenia whasne.

Poréwnujac otrzymany wykres z rysunkiem la), mozna zauwazy¢
podstawowg roznicg — warto$ci £(0) nie zbiegaja do 0 przy 6 —0.
Mimo to, w oparciu o test Kaplana, mozliwe jest zidentyfikowanie
struktury, obecnej w analizowanym szeregu. W tym celu, w pierwszej
kolejnosci, nalezy dla badanego szeregu skonstruowaé m-wymiarowe
wektory op6znief, postaci X" = (X, Xi,ys++s Xto(m_py ) » 90Zi€ M jest ustalong

z gory liczbg naturalng, nazywana wymiarem zanurzenia. Nast¢pnie,
analogicznie do procedury przedstawionej w rozdziale 1, nalezy obliczy¢

S =

o m
i] i

m gm e om
Xiw — X H’ Eili _HX|+1_XJ+1

(gdzie || || jest m-wymiarowa norma
euklidesowa) i wyznaczy¢ graficznie zaleznoéé miedzy £(5)a & .2
Na rysunkach 3a)-c) zilustrowano wyniki testu Kaplana z przyjeta

warto$cig wymiaru zanurzenia m =2 dla szeregu logistycznego, biatego
szumu i szeregu logistycznego z dodanym szumem losowym.

2 Warto$¢ parametru m=1 prowadzi do procedury opisanej w rozdziale pierwszym.



Rys. 3. Wyniki testu Kaplana dla m=2
a) odwzorowanie logistyczne b) biaty szum
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Zrédio: obliczenia whasne.

Jak wida¢, uwzglednienie wyzszego wymiaru zanurzenia nie zmienia
zasadniczych wilasnosci otrzymanych krzywych, tzn. nadal zbiegaja one
do wartosci 0 dla struktury deterministycznej i do E >0 dla danych
stochastycznych.

Zidentyfikowanie testem Kaplana obecnosci struktury stochastyczne;j
w szeregu jest mozliwe dzigki porOwnaniu otrzymanego wykresu z
oczekiwanym dla szeregu pozbawionego zaleznosci. Nalezy jednak
podkresli¢, ze szereg losowy, ktory ma by¢ baza do poréwnania musi



mie¢ ten sam histogram, co badane dane. Mozna go uzyska¢ poprzez
losowe wymieszanie obserwacji w pierwotnym szeregu®.

Na rysunku 4a) przedstawiono wykres testu Kaplana dla
odwzorowania logistycznego z szumem (linia ze znacznikami) oraz
wigzke 10 wykresow, otrzymanych dla szeregéw wymieszanych. Jak
wida¢, krzywa dla szeregu oryginalnego jest polozona znaczaco nizej, co
oznacza, ze test zidentyfikowat w nim pewng strukture.

Analize t¢ mozna uczyni¢ bardziej precyzyjna, wyznaczajac, w
oparciu o usrednione wartosci &£(0) szeregdbw wymieszanych,
pojedynczej krzywej oczekiwanej, a takze otoczenia tej krzywej o
szerokos$ci bedacej ustalong wielokrotnoscig odchylenia standardowego
tych wartosci. Jesli krzywa otrzymana dla szeregu oryginalnego
wykracza poza zakres wyznaczony przez krzywa oczekiwang
(szczegolnie dla malych pozioméw o6 >0), wowczas nalezy odrzucié
hipoteze¢ o niezaleznosci.

Na rysunku 4b) linig ciagla zaznaczono krzywa oczekiwang, a
przerywanymi — granice jej otoczenia o szerokosci + 2o, Wyznaczone w
oparciu o 10 szeregbw wymieszanych. Jak widaé, test Kaplana
skutecznie wykryl istniejagce w badanym szeregu zaleznosci.

Rys. 4. Wyniki testu Kaplana dla odwzorowania logistycznego z szumem (m=2)*
a) b)
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Zrédio: obliczenia whasne.

W tescie Kaplana procedura mieszania danych ma sens tylko dla m>1.

* W przypadku kazdego z wygenerowanych szeregéw dokonano analizy dla m=2, 3, 4,
5. Ze wzgledu na ograniczong objetos¢ artykutu zdecydowano si¢ na prezentacje
wynikow jedynie dla m=2. Jednak w kazdym z pozostatych przypadkow, otrzymano
takie same wnioski.



Nastepnym etapem przeprowadzonych symulacji bylo zbadanie
szeregdbw (2000 obserwacji), bedacych realizacjami nast¢pujacych
procesow stochastycznych:

a) ARMA(2,1):
X, =0,8x,_, +015x, , +u, +0,3u, ,,
gdzie x, =1, x, =0,7,

b) GARCH(L,1):

X = \/h_tut )
h =1+0,1x>, +08h,_,,
gdzie h, =11i x,=0."

Na rysunku 5a) przedstawiono wynik testu Kaplana dla szeregu
wygenerowanego z procesu ARMA(2,1). Jak wida¢, wynik testu
jednoznacznie wskazuje, ze w danych istnieje pewna struktura. W celu
okreslenia jej charakteru, szereg przefiltrowano modelem liniowym typu
ARMA. W oparciu o kryterium Schwarza odpowiednim modelem okazat
si¢ proces ARMA(1,1).

Na rysunku 5b) zaprezentowano wynik testu Kaplana dla reszt
oszacowanego modelu linowego. Tym razem test wykazal brak istnienia
jakiejkolwiek struktury w analizowanych danych. Oznacza to, ze test
poprawnie wykazal, zZe zidentyfikowane w oryginalnym szeregu
zaleznosci sg liniowe.

Rys. 5. Wyniki testu Kaplana dla szeregu ARMA(2,1) (m=2)
a) szereg oryginalny b) szereg reszt modelu ARMA(1,1)

Zrédio: obliczenia wlasne.

> W obu procesach (uy) jest gaussowskim biatym szumem.



Nastepnie testowaniu poddano szereg wygenerowany z procesu
GARCH(1,1). Widoczny na rysunku 6a) wykres $wiadczy, ze w
badanym szeregu obecne sg pewne zaleznosci.

Rys. 6. Wyniki testu Kaplana dla szeregu GARCH(1,1) (m=2)
a) szereg oryginalny b) szereg reszt modelu GARCH(1,1)
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Zrédio: obliczenia wlasne.

Nastepnie analizowany szereg przefiltrowano modelem GARCH. Jak
wynika z rysunku 6b, oszacowany w oparciu o kryterium Schwarza
model GARCH(1,1), dobrze opisuje zidentyfikowang strukturg. Oznacza

to, ze test Kaplana poprawnie zidentyfikowat badany proces jako
GARCH.

3) Analiza indeksu WIG

W niniejszym rozdziale zastosowano test Kaplana do analizy danych
z Gieldy Papierow Wartosciowych w Warszawie. Badaniu poddano
logarytmiczne, dzienne stopy zmian indeksu WIG z okresu 2.01.2001-
12.06.2008 (1867 obserwacji).

Na wykresach 7a)-d) zilustrowano wyniki testu Kaplana dla
analizowanego szeregu czasowego.



Rys. 7. Wyniki testu Kaplana dla logarytmicznych stop zmian indeksu WIG
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Zrédio: obliczenia whasne.

Otrzymane wyniki §wiadczg o istnieniu pewnej struktury w szeregu
stop zmian
znalezionych zaleznosci, badany szereg przefiltrowano modelem ARMA.
W oparciu o kryterium Schwarza wybrano do tego celu model AR(1).

Na wykresach 8a)-d) zilustrowano wyniki testu Kaplana dla reszt z
oszacowanego modelu AR(1).

indeksu WIG. W celu zidentyfikowania charakteru




Rys. 8. Wyniki testu Kaplana dla stop zmian WIG przefiltrowanych modelem AR(1)
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Zrédio: obliczenia whasne.

Jak  widaé, przefiltrowanie danych modelem AR(1) nie
wyeliminowato wykrytych wczes$niej zalezno$ci. Jest to szczegélnie
wyraznie widoczne dla wymiaru zanurzenia m = 3.

W przypadku danych finansowych bardzo prawdopodobne jest, ze
powodem ten sytuacji jest obecnos¢ w resztach efektu ARCH. Z tego
powodu, w nastepnej kolejnosci, stopy zmian indeksu WIG
przefiltrowano modelem AR(1)-GARCH(1,1) i otrzymane reszty
poddano testowaniu.

Na wykresach 9a)-d) zilustrowano wyniki testu Kaplana dla
standaryzowanych reszt z modelu AR(1)-GARCH(1,1).



Rys. 9. Wyniki testu Kaplana dla stop zmian indeksu WIG przefiltrowanych modelem
AR(1)-GARCH(1,1)
a) m=2 b) m=3
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Zrédio: obliczenia whasne.

Dla m =2 badana krzywa znajduje si¢ poza obszarem wyznaczonym
przez krzywa oczekiwang. Oznacza to, ze oszacowany model AR-
GARCH nie byt w stanie w pelni opisa¢ istniejacych w danych
zalezno$ci. Swiadczy to, ze w analizowanym szeregu stop zmian istnieja
nieliniowe zaleznosci innej natury niz GARCH.

4) Wnioski

Przeprowadzone symulacje potwierdzily przydatnos$¢ testu Kaplana
do identyfikacji zaleznosci w szeregach czasowych. Skuteczno$¢ metody
zostata potwierdzona nie tylko dla danych typowo deterministycznych,
ale réwniez posiadajacych strukture stochastyczng.



W zastosowaniu do szeregu logarytmicznych stép zmian indeksu
WIG, test wykazal istnienie zalezno$ci, ktore tylko w ograniczonym
stopniu udato si¢ opisa¢ modelem AR-GARCH.

Podobnie, jak inne, nieparametryczne metody testujace hipoteze o
niezaleznos$ci, test Kaplana nie daje wprost informacji o naturze
wykrytych zalezno$ci. Z tego powodu otrzymane wyniki nalezy
traktowac jako potwierdzenie celowosci dalszej analizy, prowadzacej do
znalezienia odpowiedniego modelu dla badanych danych. Wtasciwe
opisaniec wykrytych zaleznosci daje m.in. potencjalng mozliwosé
znalezienia lepszego predyktora dla indeksu WIG niz model
AR-GARCH.

Nalezy jednoczesnie podkresli¢, ze potrzebne s3 dalsze prace nad
udoskonaleniem testu Kaplana. Szczegdlnie potrzebne jest jego
sformalizowanie, aby dokonywane wnioskowanie bylo bardziej $ciste od
strony statystycznej.
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Identification of economic time series using Kaplan’s test

Identification of autodependencies in economic time series plays a crucial role
in econometric modeling. Due to a higher degree of development, the linear framework
has been dominating so far. However, an application of nonlinear analysis seems to be
a very promising area in econometrics.

In this paper, the Kaplan’s test for nonlinear dependencies in time series is presented. Its
usefulness has been verified using simulated data. Moreover, the test has been applied
to financial time series from the Warsaw Stock Exchange.



